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CAPITULO I:  INTRODUCCION
1. Motivaclôn.
La Interaccidn de poblaciones de d is tin ta s  especies es un 
problema formulado materniticamente desde hace tiempo. Recwérdense 
los primeros trabajos de Volterra (1926) y Lotka (1925) que dieron 
lugar, entre otros muchos resultados, al sistema de ecuaciones que 
lleva  su nombre; nombre que, por extension, se aplica a toda una cla^ 
se de sistemas de ecuaciones d iferencia les no lineales que sirven co 
mo modèle para muy diversas interacciones entre varias especies vivas.
En el modelo c lls fc o  todos los coeficientes son constantes, 
se tra ta  de un sistema autdnomo. En este traba jo , en cambio, pretende 
mos ocuparnos de un caso mis general en el cual esos coeficientes sean 
funciones periôdicas del tiempo.
Los problemas matemiticos que esa generalizaciôn plantea son 
numerosos y muy interesantes. En el cap itu le  I I  se hace una breve pre 
sentaciôn de los mis importantes y en el I I I  resumimos algunas de las 
têcnicas u tilizadas para abordarlos. La mera consideracidn de esa l is  
ta de problemas y ticn icas permite darse cuenta de que se tra ta  de cues^  
tiones profondes y que abarcan una gran cantidad de campos, dentro y 
fuera de la teoria  de ecuaciones d iferencia les brd inarias.
Por otra parte, los trabajos realizados hasta ahora o bien 
se quedan en un piano general ô bien, al pasar a lo concrete, dejan 
parte de los problemas sin resolver. Por eso, nuestra primera motiva_ 
ciôn ha sido la de in ten ta r co n tr ib u ir al desarrollo de ticn icas apli^ 
cables a una gran variedad de casos al mismo tiempo que tratamos de 
contester a todas las preguntas de verdadero interés que se puede uno 
hacer ante un problema concrete. Tales respuestas constituyen el conte 
nido de los capîtulos IV , V y VII y , en dicho cap itu le  V II, aplicamos 
a nuestro caso la técnica de las funciones barrera, expuesta en el VI , 
que, como acabamos de d ec ir, amplia los mêtodos générales de estudio de
sistemas no lin e a le s  con coe fic ien tes pe riod icos, principalm ente 
en lo  que a ex is tencia  y acotaciôn de soluciones periôdicas se r£  
f ie re .
Las apiicaciones del sistema que pretendemos estud ia r 
constituyen nuestra segunda motivaciôn y desde ese punto de v is ta  
parece natural la  consideraciôn de coe fic ien tes  periôdicos s i se 
tienen en cuenta las oscilaciones a las que se ha lla  expuesto cua l 
qu ier parSmetro ecolôgico: la  meteorologfa, los recursos a lim e n ti_  
c io s , las êpocas de apareamiento, caza o pesca, e tc . Sin embargo 
y por lo  que sabemos, hasta muy recientemente no se ha emprendido 
con c ie rta  generalidad un estudio de ta ies  sistemas ,con coe fic ien_  
tes periôd icos. Los primeros trabajos se deben a Cushing, datan de 
1976 (véase Cushing (1977^) y tambiën Cushing (1976^)) y fueron 
impulsados por la  experimentaciôn y las  conjeturas de biôlogos y 
especia lis tas en problemas de poblaciôn. Por ejemplo Utida (1957) 
sugiere que una dependencia de los coe fic ien tes  respecte del tiem 
po podrîa e xp lica r las oscilaciones obtenidas en sus estudios ex 
perimentales. Koch (1974) por su parte propone un mecanismo de de 
gradaciones periôdicas y casi ca ta s trô fica s  del ambiente para e x p l l  
car la  supervivencia y osc ilac iôn  de un ecosistema de dos especies 
que en un medio ambiente constante term inarfa con la  extinc iôn  de 
la  especie " in fe r io r " .
En nuestro caso, curiosamente, nos interesamos por el pro 
blema de las soluciones periôdicas de sistemas con coe fic ien tes pe_ 
riôd icos de una forma muy parecida y  cuando todavfa no conocTamos 
los trabajos que acabamos de c i ta r .  La idea surge por un a rtfc u lo  de 
Bremermann (1979) en el que considéra dos subpoblaciones de la  bac 
te r ia  E .C o li. Una de e lla s  es capaz de m etabolizar glucosa y la  o tra  
lactosa. Suponiendo que la  glucosa abunda en inv ie rno  y la  lactosa en 
verano, si siempre fuese inv ie rno  (o , para el caso, verano) una de 
las dos subpoblaciones "exterm inarîa" a la  o tra  . Sin embargo, en eli 
cuadro de la  natura l osc ilac iôn  invierno-verano las dos subpoblacio 
nés pueden c o e x is t ir ,  oscilando e lla s  tambiën a su vez.
Como veremos, en todos los casos se tra ta  de problemas en 
los que el medio ambiente cambia periôdicamente y las poblaciones 
tambiën. Parece, pues, na tura l fo rm u la rlo  mediante ecuaciones con 
coe fic ien tes  periôdicos e in te resarse  én p a rt ic u la r  por las solucio^ 
nes periôdicas de ta les  ecuaciones. Ese es, precisamente, el obje to  
de nuestro tra b a jo .
2. Formulâciôn general.
Consideremos el sistema de ecuaciones d ife re n c ia le s  
n
( b j -  c ^ j Uj ) i  = 1 ,2 ,. . .n
como modelo de la  in te racc iôn  de n especies cuyos "tamanos"
(ndmero de ind iv iduos, cantidad de biomasa, e tc ) ,  u  ^ , son fun_ 
clones del tiempo. Como es bien sabido, b  ^ es la  tasa in t r in _  
seca de creciem iento de la  poblaciôn i-esima en ausencia de cual^ 
qu ie r acciôn in te re sp e c ffica  o in traespecT fica . De esas acciones 
dan cuenta, por un lado, los coe fic ien tes  -  c ^ j , 1 j  que miden 
la  in flu e n c ia  de la  especie j  sobre la  evoluciôn de la  especie i 
y , por o tra  pa rte , los coe fic ien tes  -  c^^ que miden la autolim ita^ 
ciôn 0 los "fenômenos soc ia les" in ternes de la  especie i .  En este 
traba jo  supondremos siempre que estoS û ltim os coe fic ien tes  , -  c.^ , 
son negatives. Los signos de los restantes co e fic ie n te s , -  c . j ,  i?*j, 
que coinciden con los de los elementos de la  llamada m atriz comunita 
r ia  (vëase May (1973)) , tienen una s ig n if ic a c iô n  b io lôg ica  muy 
d ire c ta . Cuando son nulos, deîatan la  ausencia de re lac iôn  entre dos 
especies y , en general, determinan el t ip o  de in te racc iôn  que se l ia  
ma p o s itiv a , neutra, o negative segûn que -  c . j  se p o s itiv e , nu lo ,
0 negative. A sf, por ejemplo, s i considérâmes el par de elementos 
- c^ j y -  C jj podetnos dar una l is t a  de todos los tipos  posibles de 
in te racc iôn  entre las especies 1 y j  por medio de pares formados 
con los signos + , 0 y -  : independencia compléta (0 0 ) comensalis^ 
mo (+ 0 ) , parasitism e ( -  0 ) , sim biosis (+ +) , competiciôn ( — ) 
y predador- presa (+ - ) .  Cuando se consideran todos los coe fic ien tes
aumenta obviamente el nûmero de posibles tipos de in te ra cc io  
nes. Las técnicas que désarro ilaremos aqui s e rv ir in  igualmente p^ 
ra los dos casos extremes de la  gama: competiciôn ( -  c ^ j < 0 ,
1 g i  , j  (  n , i ^ j )  y simbiosis tambiën llamada mutualisme, co£ 
peraciôn y competiciôn negativa, ( -  c ^ j > 0 , 1 < i  , j ( n , i f j )  
y las aplicaremos a l caso mis frecuentemente estudiado, n = 2, donde 
ss revelan genuinamente y s in  lim itac iones las acciones interespec£ 
fic a s . En e fec to , los in tentes de estud ia r los casos con n > 2, véa^  
se por ejemplo Cushing (1976^) , llevan aparejadas muchas veces con__ 
diciones de "deb ilidad " de dichas acciones (acotaciones muy e s tr ic ta s  
de los coe fic ien tes .c^ j con i  f  j )  ilus trando  el p r in c ip le  general 
de que el aumento de complejidad en el modelo de un ecosistema pare 
ce tra e r consi go una përdida de es tab ilidad  e s tru c tu ra l en muchos c£ 
S O S .  Vëase tambiën Smale (1966).
Nota. Aunque esto no afecta a las conside.raciones que àc^ 
bamos de hacer, debe recordàrsequesalvomenciôn e x p lic ita  en contra , 
se supondri siempre que los coefic ientes b  ^ , , c ^ j son funcio
nes periôdicas de periodo T o , mis brevemente, funciones T-periôdj^ 
cas.
CAPITULO I I  : PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS
1. Existencia dé soluciones periôdicas no t r iv ia le s .
1 .1. Debido a la  forma de! sistema
û i = U i( b i ( t )  -  C i i ( t )  Ui - Ci2 ( t ) u 2) b , , c . .  funciones
T-periodicas
IJ2 = U 2 ( b 2 ( t )  -  C a  ( t )  U i  -  C2Z ( t ) U 2 )  C i l  ,C22 > 0
c 12 ,c a > 0 0
C 12 ,C21 < 0
planteado en el ca p ftu lo  a n te r io r , es c la ro  que Ui = 0 , U2 = 0 
es una soluciôn de (1) tr iv ia lm e n te  periôd ica y no es d i f i c i l  detno^ 
t r a r  (vëase por ejemplo IV 3 ) que exis ten  o tras dos soluciones T-pe 
riôd icas  situadas sobre los ejes de coordenadas, a saber (0 ,u ^ ( t ) )  
y  ( u , ( t )  0) con u^ soluciones T -periôdicas no nulas de la  ecu£ 
ciôn lo g is t ic a
^ i -  c ^ , ( t ) U j) .
Sin embargo, siendo (1) un sistema que pretende s e rv ir  de modelo 
del comportamiento de dos poblaciones, parece natura l in teresarse 
por soluciones U i ( t )  ,  U z ( t )  en las que no se anule ninguna de 
las dos componentes y que definimos como soluciones no t r iv ia le s .
D e fin ic iô n : Diremos que (u jjU z ) es una soluciôn no t r iv ia l  de
(1) s i es soluciôn y para todo t  se tiene
U i ( t ) >  0 U 2 ( t )  > 0.
No podemos p resdnd ir de las trè s  soluciones (0 ,0) (Uj ,0)
(O^Ug) a que nos acabamos de r e fe r i r  . Tienen in te rés  por s i m i^ 
mas como casos l im ite  y tambiën en re lac iôn  con las soluciones no 
t r iv ia le s  (pueden verse las secciones I I I . 4 , V.5 y las re ferencias
que a l i i  se c ita n ) ,  pero aqut vamos a estud ia r particu larm ente 
estas û ltim as.
1.2 El primer problema que se plantea respecte a las soluciones 
T-periôd icas no t r iv ia le s  es el de su ex is tenc ia  y de él nos ocu^  
paremos en cap itu les  posteriores en diverses contextes y con d i^  
t in ta s  técn icas. Al gunas de esas técnicas (por ejemplo, la  de 
las  funciones gu ia , I I I . 5) dan informaciôn sobre e x is te n c ia , pero 
no permiten p rec isa r demasiado la  regiôn de R* donde se encuén_ 
tran  las soluciones T-periôdicas cuya exis tenc ia  se a firm a. En 
o tras palabras, no sabemos s i se tra ta  de soluciones t r iv ia le s  o 
no. Para reso lve r esa d if ic u lta d  recurriremos frecuentemente al 
s igu ien te  cambio de variab les
(4) Xj = log Ui X; = log Uz
que transforma (1 ) , re s tr in g id o  al primer cuadrante (u i > 0 ,  Uz> 0) 
en e l sistema
Xi = b i ( t )  -  Cn ( t )  e * -  Cj2 ( t )  e ^
(5)
X2 = b z (t) -  C21 ( t )  e * -  C22 ( t )  e^^ 
con la  s igu ien te  propiedad de comprobaciôn inmediata
1.3 Lema : A toda soluciôn T -periôdica no t r i v i a l ,  U j.Uz, de (1) 
corresponde una soluciôn T-periÔdica , x j,X 2 , de (5) dada por
x i ( t )  = log U i ( t )  X2( t )  = log U zft)
y ,  recîprocamente, a cada soluciôn T -periôdica ( t r iv ia l  0 no) , 
X i,X 2 , de (5) corresponde una soluciôn T-periôd ica no t r i v i a l ,
U i,U2 de (1) dada por
U i(t)  = Uz(t) =
No parece necesarlo in s is t i r  en que la  u t i l idad del cam 
bio (4) y  el lema a n te r io r reside en que la  mera demostraciôn por 
un método cualquiera de la  ex is tencia  de soluciones para (5) nos 
da automSticamente soluciones no t r iv ia le s  de (1 ).
1.4. El hecho de interesamos por soluciones de (1) que sean 
T-periôdicas no creemos que requiera una larga ju s t i f ic a c iô n :  Se 
tra ta  de un problema con una larga tra d ic iô n , lo  sugiere natural^
mente la  period ic idad de los coe fic ien tes  de (1) y ,  desde el pu£
to  de v is ta  de las aplicaciones y la  comprobaciôn de los résu lta  
dos, las soluciones T-periôdicas son las ûnicas observables en el 
mundo f îs ic o .  Para te rm inar, sefialemos que la  te o ria  confirma mu_ 
chas veces esta y o tras conjeturas con resultados ta ies  como el 
teorema V.4.2 segûn el cual toda soluciôn de (1) es T-periôdica 
0 tiende a una soluciôn T-periÔdica.
2. AcotâCiôn.
Hemos dedicado una parte considerable de este traba jo
(véanse los cap itu los  VI y V II)  al problema de d e lim ita r de fo r
ma constructiva  la  regiôn del espacio donde se encuentran las so 
luciones T -periôd icas, y q u iz is  ahî esté la  mayor o r ig in a lid a d  de 
dicho tra b a jo . Por una parte se co rrige  la  imprecisiôn que en este 
aspecto presentan o tros métodos orientados preferentemente a la 
demostraciôn de exis tenc ia  y que lle va  incluso a no poder d e c id ir 
s i las soluciones cuya exis tenc ia  se afirm a son o no t r iv ia le s  
(véase la  secciôn a n te r io r ) .  Pero, ademSs, y como es obvio, la  aco 
taciôn de la  regiôn que contiene la  o las soluciones T-periôdicas 
afiade una inform aciôn, que puede ser preciosa, a la  de su mera exis 
tencia . En el fondo, se tra ta  de medir de alguna forma la amplitud 
de las oscilaciones de un sistema y eso tiene  una gran importancia, 
por ejemplo, en el caso frecuente de que se estén buscando so lucio
nes T-periôdicas para e v ita r la s .
El método de las funciones barrera désarro ilado en el 
cap ftu lo  VI y aplicado en el V II proporclona la  ex is tenc ia  de so^  
luciones T-periôdicas no t r iv ia le s  precisamente mediante la  con^ 
trucc iôn  del conjunto donde deben encontrarse. Incluso cuando la  
ex is tenc ia  no puede demostrarse, el método proporclona estimacio 
nes de la  amplitud de las posibles oscilac iones.
3. A n il is is  global de todas las soluciones
En un modelo b io lôg ico  nos in teresa d e lim ita r  el nûmero
y tip o  de soluciones pos ib les . En concrete, nos in te resa  e x c lu ir  
el fenôineno del "caos" en el que un sistema de te rm in ts tico  presen_ 
ta respuestas cuasi a lea to rias  . Este fenômeno se da cuando bay so 
luciones con in f in ité s  périodes d ife ren tes y soluciones no periô  
dicas que no tienden a ninguna de las periôd icas. Veremos en el C£ 
p îtu lo  V que este fenômeno no acaece en nuestro caso y ,  lo  que es
m is, que no bay soluciones subharmônicas.
Igualmente in teresante es la  pregunta sobre el nûmero y 
es tab ilidad  de las soluciones periôd icas.
U tilizando  el operador de tra s la c iô n  podremos contestar 
todas estas preguntas al mismo tiempo y dar una imagen global del 
f lu jo  del sistema (1) en el primer cuadrante. S e r l, como decimos, 
el contenido del cap ftu lo  V.
4. Fuerte no l in e a l idad.
Quisiêramos poner de m anifiesto  para term inar que, pese 
a la  se n c ille z  de planteamiento del sistema (1 ) , los problemas que 
hemos propuesto en las an te rio res secciones de este ca p ftu lo  re v i^  
ten una espèciàl d i f ic u lta d ,  rasgo comûn, por o tra  parte ,a  numerosas 
ecuaciones d ife renc ia les  que rigen la  evoluciôn de sistemas para 
los cuales se desea producir o impedir la  aparic iôn  de fenômenos pie 
r iô d ico s . La exis tencia  de soluciones T-periÔdicas no es un problema
t r i v ia l  inc luso  en el caso l in e a l,  como muestra la  te o r ia  de Floquet 
(F loquet (1883)),^enel caso no l in e a l,  su resoluciôn e s t! intimamen_ 
te  ligada a numerosos e in teresantes problemas que desbordan e l marco 
de Ta te o r ia  de ecuaciones d ife re n c ia le s : b ifu rca c iô n , a n â lis is  
fu n c io n a l, te o r ia  del grado topo lôg ico , e tc . (vease el ca p itu le  I I I )  
En nuestro caso, ademis, se tra ta  de un problema fuertemente no l i _  
neal en el sentido de que im vamos a es tud ia r (1) como una pe rtu rb^ 
ciôn del sistema lin e a l
ÿ i  = y ib i ( t )
y  2 = yzb g ft)
(Las h ipô tes is  que para e l lo  habrla que hacer sobre la magnitud de 
los  coe fic ien tes  c ^ j q u ità r là n  casi todo el in te rés  a nuestro pro 
blema). Por eso aquî vamos a mantener el sistema (1) en toda su ge 
neralidad aûn a costa de tener que re c u r r ir  a mêtodos mis s o fis ti^  
cados y contentâmes a veces con resultados menos b r i l la n te s  en lo  
que se re f ie re  a unicidad y e s ta b ilid a d  (Es el caso de las condi_ 
clones re s t r ic t iv e s  que se imponen en el ca p itu le  V para obtener 
e s ta b ilid a d . Véanse las secciones V . l ,  V.5,5y V .5 .6. )
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I I I .  ALGUNOS METODOS UTILIZADOS EN EL ESTUDIO 
PE ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES 
CON COEFICIENTES PERIODICOS.
1 . In troducciôn
( 1 )
Tenemos formulado un sistema
Û = u [ b i ( t )  - an ( t)u  - 8)2 ( t ) v ]  
V = V [baCt) - a21 ( t )u  - 322 ( t ) v ]
con coe fic ien tes  periôd icos, que engloba d iverses tipos de in te jr 
acciones entre las especies u y v , y tenemos (ca p itu le  I I  ) 
una se rie  de problemas planteados, sobre todo, respecte a sus po 
s ib les  soluciones periôd icas. No pretendemos reseMar todo lo  que 
se ha intentado para reso lver ta les  problemas. Séria tan to  como 
repasar la  h is to r ia  de las ecuaciones d ife re n c ia le s  desde que 
Poincaré d i jo  de las soluciones periôdicas que eran " la  ünica 
brecha de entrada a una plaza tenida por inexpugnable". En este 
ca p itu le  nos lim itaremos a cuatro de los métodos mis conocidos.
La elecciôn se ha hecho sobre todo teniendo en cuenta que los i 
cuatro han sido u tiliz a d o s  recientemente en e l mismo contexte 
matemIticD y b io lôg ico  que aquT tenemos planteado. Por o tra  
p a rte , s irven tambiën como in troducciôn a los métodos que fo r_  
man el contenido mis propio y o rig in a l de este traba jo  (véanse 
los cap itu los  VI y siguientes ) y que pueden considerarse como 
el peldano s igu ien te  a lo  que en el présente ca p itu le  se v e r l.
2. El método de pequenas perturbaciones.
De una forma muy general podemos de c ir que la  ecuaciôn 
d ife re n c ia l
(2) X = s ( t ,x )
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es una perturbaclôn de
(3) X = r ( t , x )  rC t + T ,x ) = r ( t , x )  , V t  e R
s i la  d ife renc la  r  - S es "pequena" en la  norma del espacio 
funcional propia de que se tra te  (funciones co n tin u a s ,lip ch i 
cianas, d ife re n c la b le s , e tc .)
Cuando se tra ta  de es tud ia r la  ecuaciôn perturbada,
(2 ) fbaslndose en alguna informaciôn previa sobre la  ecuaciôn no 
perturbada (3 ) , se acostumbra a considerar segundos miembros de
(2) de alguna de las s igu ientes formas
(4) SxCt.x) = h j( t , x ,e )
(5) S z (t,x ) = r ( t , x )  + h z ( t ,x ,e )
(6) S j( t ,x )  = r ( t , x )  + E h3( t , x , e ) .
E pertenece , en general, a algûn espacio R"", m cua lquiera,
sa lvo , naturalmente, en (6 ) , donde ha de ser m = 1. Sobre las 
funciones h  ^ se supone que hj converge a r  para e 0 ,hz 
converge a cero y  (6) es un caso p a rt ic u la r  de (5) en el que la 
convergencia de hz se e x p lic ita  escrib iendo h; = ehs .
Como hemos dicho, todos los métodos requieren informa^ 
ciôn sobre la  ex is tencia  de soluciones periôdicas de (3) y sobre 
s i son 0 no t r iv ia le s .  A p a r t ir  de ahi los procedimientos varian 
grandemente. Mencionamos los métodos que u t i l iz a n  el operador 
de tra s la c iô n  y el grado topo lôg ico en R" (véase Krasnoselskii 
(1966), Bershtein-Halanay (1956), Amelkin-Gaishun-Ladis (1976) 
y este ca p ftu lo , secciones 3 y 4 ) , e l método del promedio ( c f r .  
Haie (1969)), los métodos que recurren al a n â lis is  funcional 
ta ies  como las ecuaciones de b ifu rcac iôn  (véase Haie (1969))o la
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investigac iôn  de puntos f i jo s  de operadores entre espacios de fu ii 
clones T -periôdicas (véase la  secciôn 5 de este ca p ftu lo ) y un mé 
todo, uno de los muchos llamados^de Poincaré", que u t i l iz a  el teo^ 
rema de la  funciôn im p lfc ita  y ,  cuando es pos ib le , 16s desarro llos 
en se rie  de potencies ( c f r .  John (1955) y Coddington-Levinson (1955)) 
Sobre la  ap licac iôn  de este û ltim o  vamos a detenernos brevemente,
Rosenblat (1980) considéra el sistema (1) como un caso 
p a rt ic u la r  de (2) con
u
V
y s exactamente el segundo miembro de (1) con
b j ( t )  = 6^
(7) y .
+ c
Y ii  , K jj constantes pos itivas  y continua, T-periô1’ ' i j  ' ' i j  
dica y coh va lo r medio nu lo .
f  (  * i j ( s ) d s  = 0 ,
De esta forma, s es del t ip o  (4 ) ,y (3) no es sino un sistema de 
competiciôn con coe fic ien tes constantes
(8)
u - u(b j - a il u -  a i jv )  
V = v(bz -  a z i u  -  azzv)
cuyas soluciones T -periôdicas son puntos c r f t ic o s  perfectamente 
conocidos.
Una ap licaciôn  d ire c ta  y s in  complicaciones de la  conti^ 
nuaciôn de Poincaré, permite a firm ar la  ex is tenc ia  de una ûnica 
soluciôn T -periôd ica de (1) con (7) en un entorno de cada punto 
de q u i l ib r io  de (8 ) ; soluciôn que tiende a dicho punto cuando 
E 0.
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Si se pretende alguna forma de loca lizac iôn  de ta ies  so 
luciones T-periôdicas (u ,v ) , se pueden estimar los valores medios 
de u ( t )  y v ( t )  haciendo h ipô tes is  adicionales de a m lit ic id a d  de 
* j j ( t )  y  desarrollando uCt) y v ( t )  en series de potenèia de 
e .
Por métodos standard de l in e a l izaciôn en un entorno de 
la  so luc iôn , se obtienen condiciones de e s ta b ilid a d  en términos 
de los coe fic ien tes  (7 ). Los d e ta lles  pueden verse en el c itado 
a r t îc u lo  de Rosenblat que, en cuanto a e s ta b ilid a d , se lim ita  a 
estud iar soluciones t r iv ia le s  o prôximas a las t r iv ia le s .
Conclùimos aquî esta secciôn, aunque no por fa lta  de in  ^
terês de! método en s î mismo. El método es potente y los sistemas 
con pequeRas perturbaciones se dan a menudo en problemas con tras
fondo re a l.  Basta c i ta r  ecuaciones como la  de D uffing  con todo
su co rte jo  de fascinantes propiedades. Lo que ocurre es que en 
nuestro problema, la  d ife re n c ia  entre las ecuaciones con coefic ie r^ 
tes variab les y las mismas ecuaciones con coe fic ien tes constantes, 
no tiene  porque ser "pequeRa", en general. Eso hace que h ipô tes is  
como la  (7) sean excesivamente re s tr ic t iv a s  y que tratemos, a par^ 
t i r  de la  prôxima secciôn,dé problemas con oscilaciones"grandes", 
aunque, en palabras del mismo Rosenblat , "Sean mucho mis d i f î c i_  
les de t r a ta r  ana lîticam ente".
3. El método del operador de tra s la c iô n .
Se tra ta ,  cronolôgicamente, del primer procedimiento 
s istem âtico para el estudio de soluciones periôd icas, y se basa 
en un hecho muy s e n c illo  que tratamos de poner de m an ifiesto  en
la  observaciôn y el lema que siguen.
Sea
(3) x ' = r ( t , x )  r ( t  + T ,x ) = r ( t , x )  , V t
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una ecuaciôn T -periôd ica y x ( t )  una soluciôn de la  misma. Se de_ 
muestra s in  d i f ic u lta d ,  s in  mis que suponer unicidad de las so luc io  
nes de (3) , que s i
x (  T  + T) = x { t )
para ^  va lo r t  de t  , entonces x ( t )  es T-periÔ dica. Si la  
so luc iôn , X (t;0 ,X o ) , de (3) que pasa por Xgpara t  = 0 e s t!  défin i^ 
da para todo Xo en un conjunto A no vacfo y para todo t  en 
[o ,T ], se puede in tro d u c ir  el operador de tra s la c iô n
(9) P : Xo 6 A ^  Pxo = x (T ;0 ,k “ ) 6 R"
y , del comentario a n te r io r , se deduce inmediatamente el s igu ien te  
lema
3.1 Lema
Si (3) sa tis face  condiciones de unicidad en un conjunto 
D c  R" . no vacîo ta l que e l operador P in troducido  en (9) e s t! 
d e fin id o , la  condiciôn necesaria y su fic ie n te  para que (3) tenga 
una soluciôn T -periôd ica  es que P tenga un punto f i j o  x q  . La 
soluciôn T -periôd ica  es entonces x ( t ;0 ,x ^ )  .
3.2 El método del operador de tra s la c iô n  cons is te , pues, en técnj^ 
cas que permitan comprobar que una ecuaciôn dada se encuentra en las 
h ipô tes is  del lema a n te r io r . La parte mis espectfica  de dichas h i_  
potes is es la  que se re f ie re  al punto f i j o  de P .  Se tra ta  de resol^ 
ver la  ecuaciôn trascendente
(10) P X 0 = Xo
0 lo  que es lo  mismo
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(1 0 ') x(T;0,Xo) = Xo .
(10),0 para e l caso (1 0 ') , son e l primer ejemplo de "ecuaciones 
de b ifu rc a c iô n " , o "condiciones de pe riod ic idad ", que aparece en 
conexiôn con la  ex is tencia  de soluciones periôdicas de una ecua_ 
ciôn d ife re n c ia l y esa idea reaparece de una u o tra  forma en todos 
los mêtodos que se re fie re n  a dicho problema.
Por o tra  parte no debe perderse de v is ta  que el mêtodo 
debe ocuparse tambiën de las otras dos partes de la  h ipô tes is  de 
3 .1 ., a saber, la  unicidad de (3) en D y la  pro longabilidad 
de soluciones en A, por lo  menos al in te rva lo  [ 0 , t ] .  La obser_ 
vaciôn no es ociosa cuando se recorre la  l ite ra tu ra  y se trop ieza 
con las diverses condiciones que cada autor ha decidido imponer 
a las ecuaciones de que se tra te : a veces una sola condiciôn da 
cuenta de varias de las h ipô tes is  de 3 .1 .,  o tras veces condicio_ 
nes y resultados intermedios deben encadenarse para lle g a r a una 
sola de e lla s  (habitualmente la  ex is tencia  de soluciôn de Pxo = x o ) ,
Krasnoselskii y la  escuela rusa de Voronesh han u t i l i z ^  
do ampllamente e l mêtodo en su forma tra d ic io n a l (brevemente , 
cuando (10) se resuelve en un espacio de dimension f i n i  ta ) que 
es la  que nos interesa en esta secciôn. Véanse K rasnose ls lii 
(1968) y su b ib lio g ra fT a . En la  secciôn 5 aludiremos a desarro^
11os posterio res de esta escuela.
Evidentemente no han sido los ûnicos en ocuparse del 
tema.Côddihgton y Levinson (1955), aludidos en la  secciôn ante_ 
r io r ,  resuelven el problema de las pequenas perturbaciones re_ 
duciéndolo a una ecuaciôn del tip o  (1 0 ') .  Es muy interesante 
el rec ien te  desa rro llo  del método en conexiôn con la  te o ria  de 
sistemas dinâmicos, véanse de Mottoni y  S ch ia ffino  (1981) ,
Hirsch (1982) , Haie y Somolinos (1982). Por û ltim o , presén_ 
tamos aquf un resultado de Massera (1950) con in tenciôn de apli^ 
carlo  en e l prôximo ca p itu le  al problema que nos ocupa,(véase IV .2).
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3.3 Lema (Massera)
Sea la  ecuaciôn
(3) x ' = r ( t , x )  r ( t  + T ,x) = r ( t , x )  , T > 0 , V t ,
con r  6 C(RxD.R^) , y D c  R^  un dominio a b ie rto  simplemente 
conexo. Supongamos que (3) tiene soluciôn ûnica por cada punto 
de RxD y que todas las soluciones estS acotadas, entonces exis^ 
te una soluciôn T -periôd ica  de (3 ).
La demostraciôn puede verse en Massera (1950) o Yoshizawa 
(1975) que c ita  a Massera . Notemos solamente, en re lac iôn  con 
todo lo  dicho en el parrafo a n te r io r , que la  h ipô tes is  fundamental 
(acotaciôn de todas las soluciones de (3 )) asegura por un lado la 
pro longabilidad de soluciones y la  v ia b ilid a d  de la  d e fin ic iô n  del 
operador de tra s la c iô n , P ; y ,  por o tro , perm ite a p lic a r a P uno 
de los teoremas del punto f i j o  de Brouwer. Con e l lo *  3 .3 . no es 
sino una ap licac iôn  de 3 .1 . ,  ta l como habiamos anunciado.
4. Mêtodos basados en la  te o r ia  de la  bifurcaciôn.
4.1. De forma complementaria al môtodo de la  secciôn a n te r io r , 
présentâmes la  ap licac iôn  de Cushing (Cushing (1976^a(1980)) ha 
hecho de la  te o r ia  de la  b ifu ra c iô n  en una gran variedad de con 
textos b io lÔ gicos. Aquî nos lim itaremos a resumir los resultados 
referentes al sistema (1) (Véase Cushing (1980^ ) y las re fe ren_  
c i as que a l l f  se encuentran ).
Decimos "de forma complementaria" porque los métodos 
derivados del operador de tra s la c iô n  daban informaciôn sobre to 
das las soluciones y sobre la  estructu ra  global de las soluciones 
periôdicas y sus dominios de a tracc iôn , mientras que aquî se tra  
ta de probar que ex is te  una fa m ilia  uniparamétrica de soluciones 
periôdicas no t r iv ia le s  que hacen un papel c o rré la t iv e  al de los
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puntos c r f t ic o s  en los sistemas autônomos. En efecto , si supone 
mos constantes los coe f ic l  entes de (1) , se tienen los cuatro pun 
tos c r f t ic o s  siguientes
(0 .0)
^i®22 ”  bgaii “  bia2i
E, = { -  ,  1 )
, b,
E2 = ( ~  ,0 )Oil
bz
Ej = ( 0 , —^  ) , A = an 322 “  3 i2 321 •
° z
Puesto que estamos interesados en soluclones no t r iv ia le s  veamos 
quê valores , |X)r ejemplo de b2 , hacen que E, no sea t r i v i a l .  
Imponemos que sus coordénadas sean posit ivas y se tiene
321 322
bi - —  < bï < bi - —  s i A > 0311 3i 2
322 321
bi - —  < b2 < bi - —  s i A < 0 .312 3ij
a a
AdemSs , cuando b2 toma los valores extremes, bi , b i - ^  ,311 3j2
El se id e n t i f ic a  con E2 , Es, respectivamente. Es decir E i,  
en funcidn de ba, se puede considerar como una rama bifurcada de 
Ea que lo conecta con Ej. Esto es lo  que motiva el tratamiento 
que aqiiî se da a (1) en el caso de coeficientes peridJicos y que 




Sean b i ( t ) ,  a , j ( t ) ,  p%(t) functones de ta les que
p2 = 0^^^ , Bi > 0 y a^ jC t) > 0 para todo t .  En estas cohdi
ciones ex is te  uri continuo^^' pos i t ivo^*^  C ^c  Cj x Cj x R con las
s iguientes propiedades
(a) (u .v .u )  e C  ^ tmpHca que (u ,v) es una solucif in
T-periÔdica no t r i v i a l  de (1) con ba = p + pa
(b) C  ^ estS acotado y su adherencia contlene a (uo.O.pi) 
y (O.Vo.Ua) donde
Pi = f  I  321 ( t )  U o(t)d t  > 0
y Uo.Vo son soluclones de ûo = Uo(bi - u ,)  , Oo = v^ fb ; -  aaaV*)
con ba = P2+ Pa para c ie r to  p a > 0 .  Por tanto
(c) El conjunto M de numéros reales p para los cuales 
ex isten u,v e Cy ta les que (u ,v ,p ) e Ct es ùn in terva l©  f i n i t e  
contenido en y cuya adherencia contlene a Pi y  Pa • M re c i_  
be el nombre de espectro .
SegOn habfamos anunciado, (a) y (b) afirman que 
es una fam il ia  de soluclones periôdicas dependiente del parSmetro 
p (va lo r medio, Ba, de ba) , p e M , que se b i fu rca  de la so^  
luc iôn periôdica t r i v i a l  (u * ,0 ) .  (p podrîa haberse elegido igual 
al promedio de bi , es ûnicamente cuestiôn de notaciôn)
(1) Cy : espacio de Banach de funclones continuas y T-periôdicas
con la norma del supremo
(2) Las mayusculas designan el promedio de la va r iab le  correspondieii
te : - fT
P z = Y  P a(t)d t  , e tc .
^ 0
(3) Continue: conjunto conéxo
(4) P os it ive : s i  (u ,v ,p ) e C^  , entonces u ( t ) ,  v ( t )  > 0 para
todo t .
19
4 .3 . El mêtodo de bffurcacidn permite tambiên estud ia r la estabjÊ
l ldad  de las soluclones periôdicas. Como antes,se parte de una
observaciôn sobre la  estab i l idad  del punto c r f t i c o  no t r i v i a l  en
el caso autônomo. Para (1) con coefic ientes constantes se cumple
la  régla del intercambio de es tab i l idad  propia de los fenômenos
de b ifu rcac iôn . En e fec to , el punto c rT t ico  E, es estable s i  y
solamente s i a > 0 , es dec ir ,  s i  Ej b i fu rca  de Eg en el va lor 
biBzi
c r f t i c o  de — ——  hâcia là  dérécha , bg > p i ,  y  Ej pasa
de estable a i nestable cuando p a traviese el va lo r pi . Recfpro 
camente, cuando A < 0 , Ej b i fu rca  de Ej hacia la  izquierda , 
bg < Pi » y es inestable mientras que Eg pasa de i nestable a es^  
tab le .  Cuando se permite que los coefic ientes sean funclones pe_ 
r iôd icas el comportamiento es cualita tivamente igual salvo que las 
condiciones necesarias y su f ic ien tes  para la  es tab i l idad de Ej en 
toda la  rama desde Ej a E, se convierten aquf en condiciones 
para la  estab i l idad de la  solucîôn periôdica no t r i v i a l ,  v i l id a s  
localménte , en un entorno del va lo r  c r f t i c o  p , . Por otra parte, 
el papel que hacfan b j y a lo  hacen ahora sus promedios Bg y
Ap = Y j  A (t)d t
de forma que Ap > 0 es la  condiciôn necesaria y su f ic ien te  de 
estab i l idad de (u ,v ,p )  e C^ en un entorno de (uo ,0 ,p i)  . Ade_ 
mSs Cushing obtiene condiciones su fic ien tes  de es tab i l idad para 
todo (u ,v ,  p ) e C * .  Los de ta i l  es pueden verse en el a r t îcu lo  
c i tado . Cashing (1980 ^ ) .  No ins is t imos més en el tema pues se 
sale del propôsito de este capftu lo  y  sera objeto de un estudio 
mSs detenido en el V.
5. Puntos f i j o s  de operadores en espacios fuhcionales. Teorfa del 
qrado. FunCiones güfa.
5.1. Concluimos este capftu lo  con una técnica de J.Mawhin (Mâwhin (1969)
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a (1972 ) ,Rouché-Mawh1n (1973))que constituye uno de los métodos 
mâs fecundos para demostrar la  existencla de soluclones periôdicas. 
A modo de introducciôn conviene recordar que la  exis tencia  de so 
luciôn local del problema de Cauchy para una ecuadôn d i fe renc ia l  
x = f ( t , x )  se reduce a la  de un punto f i j o  de la  apHcaciÔn
(11) X 6 C (I)  M (x ) ( ' )  = xo + f f ( s ,x (s ) )d s  e C(I)
defin ida en C(I) , funclones continuas en un in terva l©  compact©
I ,  que es un espacio de Banach. De la misma forma puede intentar^ 
se reducir el estudio de las soluclones T-periÔdicas de una ecu^ 
ciôn T-periôdica al de los puntos f i j o s  de c ie r ta  ap l ioaciôn M die 
f in id a  y con valores en C j,  defin ido en la pSgina 18.. . La ob_
tenciôn de M no es tan inmediata como para el problema de Cauchy, 
pero , como vamos a ver en seguida, no présenta grandes d i f i c u l t a _  
des. (El operador defin ido en (11) no resuelve este problema: la 
p r im i t ive  de una funciôn T-periôdica no es , en general, T -periô_ 
dica. )
5.2. Consideremos la ecuaciôn d i fe renc ia l
(12) X = f ( t , x )
con f  continua y T-periôdica de R x en r” . Sea y : R ^  R  ^
continua , T-periôdica y ,  por lo  demës, a r b i t r a r ia .  Por la  teor ia 
standard de soluclones periôdicas se sabe que la  ecuaciôn l inea l 
no homogénea
(13) X = f ( t , y ( t ) )
tiene soluciôn T-periôdica s i y solo s i
(14) }  f  f ( t , y ( t ) d t  = 0
 ^0
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condiciôn de ortogonalidad entre f  y  las soluciones T-periôdicas 
de x '  = 0 , ecuaciôn adjunta de la  parte homogénea de (13). Esto 
nos sugiere la  s iguiente modificaciôn de (13)
(15) X = f ( t , y ( t ) )  -  I  I  f ( s .y (s ) )d s
que nos proporciona una ecuaciôn con soluclones T-periôdicas para 
toda y e Cy. (La condiciôn anôloga a (14) se v e r i f i c a  automStica^ 
mente, el promedio del segundo miembro de (15) es cero). Ademâs 
se t iene la  forma e x p l ic i ta  de las soluciones T-periÔdicas de (15)
(16) x ( t )  = c + I  [ f ( r , y ( r ) )  -  y  |  f ( s ,y (s )d s ]  dr
con c e r”  a rb i t r a r io .  Desgraciadamente, (15) no es exSctamente 
la  ecuaciôn (12) que estamos estudiando, pero podemos aprovechar 
la  informaciôn obtenida hasta ahora con v is tas a obtener soluciones 
T-periôdicas de (12) Si en (16) cambiamos y  por x se t iene
(17) x ( t )  = c + f [ f ( r , x ( r ) )  -  y  f f ( s ,x (s ) )d s ]  dr
ecuaciôn in tegra l cuyas soluciones son T-periôdicas y satisfacen 
la ecuaciôn d i fe renc ia l
X = f ( t , x ( t ) )  -  y  j  f ( s ,x (s ) )d s .(18)
0
(18) sigue s in  ser (12); pero, puesto que la d ife renc ia  con (12) 
no es mis que la "constante" y  |  f ( s ,x (s ) )d s  que depende de 
la  funciôn incôgnita x , podemos conjeturar que una modificaciôn 
convenient© de la  "constante" c en (17) nos l le v a r l  a una ecua_ 
ciôn in tegra l equivalent© a (12) (NÔtese que (17) implica c = x(0)), 
Tomemos para c la expresiôn p a r t ic u la r
h;c = x(0) + y  f ( s ,x (s ) )d s .
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Toda soluciôn x, de la ecuaciôn deducida de (17)
1 f T , t  , -T
(19) x(t)=x(0)+  y  I f ( s ,x (s ) )d s  + j [  f ( r ( , x ( r ) )  -  y  j f (s ,x (S )d s ]  dr
1 0 ’’ 0 0
v e r i f i c a r l  de nuevo (18) , pero ademis serS ta l  que
x(0) = x(0) + y  j  f ( s ,x (s ) )d s
0
es dec ir
JM, f ( s ,x (s ) )d s  = 0
0 , en otras palabras, x serâ T-periÔdica y soluciôn de (12).
Hemos llegado donde nos proponîamos. El segundo miembro de (19) define 
un operador de Cy en Cy cuyos puntos f i j o s  son las soluciones T-pe 
r iôd icas de (12). El recîproco tambiên es c ie r to .
5.3. Con v is tas  a obtener un campo de aplicaciones tan grande como 
sea pos ib le , el operador correspondiente a (19) se construye part ie j i  
do de una ecuaciôn de la  forma
(20) X = A ( t )x  + f ( t , x )
con A: R ^R ^^  continua y T-periôdica ((12) es el caso p a r t icu la r  
A=0) y haciendo pequenas modificaciones consistantes en la introduc_ 
ciôn de una matriz a r b i t r a r ia  no s ingu la r J como fa c to r  de 
1 fTy  f ( s ,x (s ) )d s  , el cambio de x(0) por su va lor medio y  la  adi_ 
i 0
ciôn y sustracciôn de un nuevo têrmino constante. Omitimos los deta 
l ie s  de la construcciôn, bastante larga por razones técnicas, y def1[ 
nimos el operador Mj por la igualdad
M. X = (f I  X ' ( t )  ( i y ( T ) d T )  <j)^ + (y | ^ f ' ( T , x ( x ) )  4 ^ ( t ) d T ) .  J ()>.
s 1 fT
K [ f ( * , x ( ' ) )  -  I  (  f  f ’ ( T , x ( T ) )  (t )dT  ) Ij;.]
i = l  '  J o  ' '
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donde las primas indican transposic iôn, (j)^  , son, respectivamente 
las soluciones T-periôdicas linealmente independientes de
5 = A ( t )x
X = -  A ' ( t ) x
y K es el operador que asocia a la  funciôn b la ûnica soluciôn 
T-periôdica de la ecuaciôn x = A { t ) x  + b ( t ) .  (En el caso A = 0, 
son una base de y K se reduce a
K [z] ( t j  = f z(T)dT - y  f ( f z(x)dx )d t ) .
 ^0 \   ^0
Mj ap l ica  Cy en Cy (cuando f  : R x D ^  R" hay que s u s t i t u i r
Cy por el conjunto ô = (x e Cy f x ( t )  e D Vt e R) ) y se t iene
el s igu iente resultado cuya demostraciôn puede verse en Rouché-Mawhin
(1973)
5.4. Teorema (Mawhin)
La ecuaciôn d i fe re n c ia l  (20) t iene una soluciôn T-periôdica
si y solamente si el operador Mj t iene un punto f i j o .
El operador Mj y o tros va r ios , adaptaciones de Mj a d1^
versos problèmes, se emplean sistemiticamente para el estudio de las
soluciones periôdicas de cualquier t ip o  de ecuaciones d ife renc ia les . 
Cuando se t ra ta  de ecuaciones con pequenas perturbaciones, basta la 
ayuda del teorema de las transforméeiones contract ivas para in ve s t i_  
gar los puntos f i j o s  de Mj o el operador de que se t ra te .  No es el 
caso de las ecuaciones fuertemente no l in e a l  es, como la (1 ) ,  para las 
que se necesitan métodos mis so f is t icados como la  teo r ia  del grado to 
polôgico.
24
5.5 El le c to r  no fam il ia r izado  con dicha teo r ia  puede consulter 
los resumenes que hacen RoucheMawhIn (1973) o Satt inger (1973) o 
bien las exposiciones c lasicas de Heinz (1959) o J.T.Schwarz (1964) 
que incluye la o r ig in a l  de Leray Schauder (1934) Aqui nos l im i ta re  
mos a recordar que el grado topolôgico (de Leray-Schauder) de E -  T 
(E la identidad, T una ap l icaciôn completamente c o n t i n u a defin1[ 
da en un espacio de Banach X) respecte a D c X ( ab ie r to ,  acotado) 
y D e R es una aplicaciôn de la  terna (E - T,D o) en el conjunto de 
los numéros reales (enteros) que escribiremos
d : (E - T,D,o) d(E - T,D,o) e Z.
(La de f in ic iô n  exige que (E - T)x f  0 para todo x e 3 D ) .
Para lo  que sigue tambiên necesitamos recordar que
5.6. Teorema de existencia de Kronecker. En las condiciones de 5.5,
si
d(E - T,D,0) /  0 
ex is te  al menos un x e D ta l  que (E - T)x = 0
5.7. Invariância por homotopias. Sea T
T : D X [0,1] ^  X
una apl icaciôn totalmente continua ta l  que. (E -T ) (x ,x )  f  0 para 
todo X e 3D y para todo Xe [0,1] , si definimos
T  ^ ; X e D T(x ,x) e X x e [0,1]
entonces d(E - T^,D,0) esta bien defin ido y es independiente de X .
(1) Se dice que T es completamente continua en un conjunto acotado 
A c X si es continua en A y T(A) es relativamente compacte. Para 
aplicaciones l inea les ,  équivale a la compacidad de un operador l in e a l
25
U  aplicaciôn de los resultados anterlores al problema 
que nos ocupa descansa sobre dos observaclones fondamentales. En 
primer lugar, por el teorema 5.4, hemos reducido la  demostraciôn 
de exis tencia de soluciones T-periôdicas de (20) a la  de puntos 
f i j o s  del operador Mj, o bien ceros del operador E - M j .  Segûn
el teorema 5 .6, habremos demostrado que ta ies ceros existen si
podemos v e r i f i c a r  que (E -  Mj)x f  0 para todo x e 9 0 y
121) d(E - Mj,D,0) i  0
en algûn F  c Cy (o, respectivamente, en 6 ).
En segundo lugar, hay que notar la  extrema d i f i c u l t a d  
que présenta el câ lculo e fec t ivo  del grado de Leray-Schauder (21) 
salvo en casos muy pa r t icu la res . El teorema 5,7 permite evijtar 
esa d i f i c u l t a d  dando la pos ib i l idad  de cons tru ir  la aplicaciôn T^ 
de forma que T i = M j  y To sea " s e n c i l la " ,  por ejemplo, que 
tome sus valores eh un subespacio de dimensiôn f i n i  ta de Cy (res^ 
pectivamente, g ) lo  que s im p l i f ic a  notablemente el cSlculo del 
grado topolôgico de E-To . Como 5.7 asegura que
d(E-T^ ,0,0) = d(E-T„,D,0) = d(E-Tj ,0,0) = d(E-Mj,0,0)
el ca lcu le de (21) se reduce al de d (E -T o ,0 ,0 ) .
Estas son, muy resumidas, las ideas que l levan al siguien^
te  resultado fundamental de Mawhin (Véase Mawhin (1969a ) (1969b ) y
Rauche-Mawhin (1973)).
5.8. Teorema (Mawhin) Sea la ecuaciôn
(22) z = r ( t , z )
con r  una funciôn T-periôdica r  : R x R" + R", y la  ecuaciôn
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(23) z = Xr ( t , z )
donde X puede ser cualquier numéro en [ 0 , l ]  . Si existe R > 0 
ta l  que
(a) Para cada X e (0,1] toda soluciôn T-periôdica z ( t )
de (23) v e r i f i c a  ||z|| = sup | z ( t ) j  f  R
(b) Toda ra îz .p ,  de la ecuaciôn
(24) 0 = rn(p) 5 y  j  r ( t , p ) d t
v e r i f i c a  que |p| /  R.
(c) El grado de Brouwer^^) de la  aplicaciôn r o '  R" R" 
defin ida  en (24) no se anula,
d( ro ,B(0 ,R) ,0)   ^ 0 ,
donde 8 (0 ,R) es la  bola de radio R.
Entonces, para todo X e [0 , l ]  , la  ecuaciôn (23) tiene al menos
una soluciôn T-periôdica cuya norma es menor que R.
En el capftu lo  VI expondremos la técnica de las funcio 
nés barrera que permite ap i ica r  el teorema an te r io r  a nuestro pro_ 
blema (1). Aquf vamos a presentar, muy brevemente y con el mismo 
ob je to , un resultado de la técnica de las funciones gufa de Krasno 
se ls k i i  (Véase Krasnoselskii (1966) y  Rouché-Mawhin (1973)
5.9. Defin ic iôn de funciôn gu fa .
Dada la ecuaciôn d i fe renc ia l  (22) , sea V una aplicaciôn
V : r"  ^ R .
(1) El grado de Brouwer, del cual es generalizaciôn el grado de Leray- 
Schauder, se define para aplicaciones entre espacios de dimensiôn f i  
ni ta .
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Dlretnos que V es gufa para (22) s1 ex is te  r  > 0 ta l  que
(grad V(x) , r ( t , x ) )  > 0  (ô < o)
para todo t  e R y todo x e R "  ta l  que Ix l  ^  r
5.10. Teorema. Dada la  ecuaciôn d i fe renc ia l  
(22) X = r  ( t , x )
con r  T-perlÔdIca y continua, si ex is te  una funciôn V gufa
para (22) y  ta l  que
V(x) -^  + «o (ô -«*>) ,
(25 )
l * r "
entonces (22) t iene a l menos una soluciôn periôdica.
(De una funciôn que sa tis face (25) se dice que es radialmente no aco- 
tada ).
La demostraciôn puede verse en xRouché-Mauwin (1973).
El teorema an te r lô r  no es sino una apl icaciôn del teorema 5.8,
como habfamos anunciado, y las hipÔtesis sobre V estân hechas
de forma que se pueda demostrar, a p a r t i r  de e l la s ,  que se sa tis  
facen las hipÔtesis (a ) , (b )  y (c) de 5.8. Sin ninguna pretension 
de demostrar 5.10, vamos a i n s i s t i r  sobre la an te r io r  observaciôn:
(b) es ona consecuencia inmediata de ser V funciôn gufa, si tu_ 
viésemos r^ (p )  = 0  , | p| no podrfa ser | p |  ^ r ,  porque en ta ies
puntos la  de f in ic iôn  de funciôn gufa implica
(grad V(p), y  f r ( t , p ) d t ) =  (grad V (p ) , ro (p ) )  > 0
' i  a
que contradice r^ (p )  = 0 , de ahf se sigue la afirmaciôn de (b):
I p I î* r  . (c) se demuestra u t i l izando  ademâs la no acotaciôn de 
V y dos propiedades del grado topolôgico de las que se deduce que
d (ro ,B(0,R),0) = d(grad V,B(0,R),0)
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d(grad V ,B (0 ,r ) ,0 )  = + 1 (-1 ,  s1 V ^
| X |  --  00
Por u lt im o, (a ) , una cota "a p r io r i "  de las soluciones T-periodi^ 
cas de (23), requiere la u t i l  izaciôn combinada de se*' V funciôn 
gufa y estar radialmente no acotada. Primero se demuestra que V, 
por ser gufa, esta acotada, a lo largo de soluciones T-periôdicas 
Con e l lo  se tiene defin ido  un conjunto de la forma fx |V(x) < K } 
donde han de encontrarse las soluciones T-periôd icas; al ser V 
radialmente no acotada implica inmediatamente que dicho conjunto 
y,por tanto , las soluciones T-periôdicas estân acotadas. (Corn 
pârese lo dicho con la introducciôn al cap ftu lo  V I, secciôn V I .1 
y con la secciôn IV .3.3)
Concluimos aquf esta secciôn y  dejamos la aplicaciôn 
detallada del teorema 5.10 para el prôximo capftu lo .
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CAPITULO IV.APLICACIONES
I . I n t r o d u c c i ô n .
Los prob lemas que aqu I se d i s c u t e n ,  y l o  mismo 
puede d e c l r s e  de lo s  que apa rece râ r i  en e l  c a p i t u l e  V I I ,  
e s tâ n  r e s u e l t o s  m ed ian te  té c n ic a s  que , en lo  e s e n c ia l  , se 
reducen a t r a t a r  de h a l l a r  pun tos  f i j o s  de d e te rm in ad a s  
a p i ic a c io n e s .D ic h a s  a p l i c a c io n e s  es tâ n  d e f i n i d a s  p r e fe r e n  
tem ente  e n t r e  e sp a c io s  f u n c io n a le s  aunque tam b iên  vamos a 
r e f e r i r n o s  a l  l lam ado  o p e ra d o r  de t r a s l a c i ô n  o de Poinc_a 
r é ,  que , como se sabe , e s tâ  d e f i n i d o  en e sp a c io s  de dimen 
s iô n  f i n i t a  cuando se t r a t a  de ecuac iones  d i f e r e n c i a l e s  
o r d i n a r i a s  (V éase , po r  e je m p lo ,  l a  s e c c iô n  I I I . 3 ) .
Somos c o n s c ie n te s  de que la  a f i r m a c iô n  a n t e r i o r  
ha de s e r  e n te n d id a  con m u l t i p l e s  m a t iz a c io n e s  pues to  que 
la  forma de l l e g a r  a lo s  pun tos  f i j o s  que se mencionan 
mâs a r r i b a  d i f i e r e  enormemente de unos casos a o t r o s  y es 
p re c is a m e n te  en lo s  métodos donde mâs nos vamos a d e te n e r  
De hecho ya hemos t r a ta d o  en e l  c a p i t u l e  a n t e r i o r  la  co 
ne x iô n  e n t r e  lo s  p rob lem as d e l  pun to  f i j o  y lo s  que aqu i  
nos i n t e r e s a n . S i  mencionamos de nuevo esa co n e x iô n  es so 
lam ente  como e lem en to  u n i f i c a d o r  de l o  que s ig u e .
En e s te  c a p i t u l e  veremos a lgunos  e je m p lo s  que se 
re s u e lv e n  por métodos expues tos  en e l  p re c e d e n te ,  de jando  
para lo s  c a p i t u l e s  VI y  V I I  la  e x p o s ic iô n  y a p l i c a c io n e s  
de la  t é c n ic a  de la s  fu n c io n e s  b a r r e r a  y lo s  pun tos  s in  
T - r e t o r n o .
2 . C o m p e t ic iô n  e n t r e  dos e s p e c ie s .S o lu c io n e s  p e r i ô d ic a s  
y  s o lu c io n e s  a c o ta d a s .
2 .1 .  Se p la n te a  e l  s i g u ie n t e  p ro b le m a : o b te n e r  in fo r m a c iô n
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s^b re  la  e x i s t e n c i a  y l o c a l i z a c i ô n  de la s  s o lu c io n e s  T-pe 
r i ô d i c a s  de 1 s is tem a
( U
Ù = U [ b i ( t ) - C j J ( t ) U - C i 2 ( t ) V ]
'5'-V[ bg ( t ) -Cg 1 ( t ) u-Ca 2 ( t ) V]
b ^ , c . j  fu n c io n e s  r e c u l  a r e s , y 
b . ( t + T ) = b . ( t ) > 0  c . j ( t + T ) = c . j ( t ) > 0  Vt
con la s  c o n d ic io n e s
( 2 )  bg C| 2< b; Cg 2 bi C2l <b2Çi i
donde b^=min b ^ ( t )  6^=max b ^ ( t ) ,  e t c .  (C o n d ic io n e s  d i ^  
t i n t a s  de (2 )  se e s tu d ia n  en e l c a p f t u l o  V I I ) .
El c o r r e s p o n d ie n te  s is te m a  de c o e f i c i e n t e s  con^
ta n te s
û = u(B i -C i t  u -C i gv)
(3 )
V = v ( B g  - C g i  u - C 2 2 V )
donde la s  l e t r a s  mayûscu1 as re p re s e n ta n  lo s  prom edios de 
los  c o e f i c i e n t e s  de (1 )  en e l i n t e r v a l o  f O , T ] ,  t i e n e  un 
û n ic o  pun to  c r f t i c o  a s in tô t i c a m e n t e  e s ta b le  que es tâ  en 
e l  i n t e r i o r  de l  p r im e r  c u a d ra n te  (u > 0 ,v > 0 )  y c u y o  d o m in io  
d e  a t r a c c iô n  c o n s is te  en la  t o t a l i d a d  de d ic h o  c o n ju n to  
f ( u , v ) I u > 0 , v > 0 }  (Todas la s  a f i r m a c io n e s  a n t e r io r e s  son de 
com probac iôn  in m e d ia ta  a p a r t i r  de la s  c o n d ic io n e s
8% Cl  g< B;  Cg g Bi  C g i ^ B g C g g
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que se deducen s i n  d i f i c u l t a d  de ( 2 ) ) , El com po r tam ien to  
g lo b a l  de la s  s o lu c io n e s  de ( 1 ) ,  con ( 2 ) ,  es en c i e r t a  for^ 
ma anâ logo  a l que acabamos de d e s c r i b i r  para (3 )  y r e l a t j ^  
vamente s e n c i l l o  de o b te n e r .E s  una de la s  razones po r la s  
c u a le s  lo  ponemos en p r im e r  l u g a r .
El esquema de e s ta  s e c c iô n  es e l  s ig u ie n te :D e m o ^  
t ra re m o s  en p r im e r  l u g a r ,  2 . 2 , un 1ema q u e , n a tu r a lm e n t e , 
vamos a u t i l  i z a r  a q u f , pe ro  que t i e n e  un a lc a n c e  mucho ma^  
y o r ,  cosa que se pondrS de mani f i  e s to  en lo s  c a p î t u lo s  VI 
y V I I .C o n  d ic h o  r e s u l t a d o  a n u e s t ra  d i s p o s i c i ô n  verem os,
2 . 3 ,  que estamos en c o n d ic io n e s  de a p l i c a r  e l  1ema I I I . 3 . 3 ,  
con lo  cua l ya tenemos e x i s t e n c i a  de s o lu c io n e s  p e r i ô d i c a s .  
F in a lm e n te ,  2 . 4 ,  veremos que se puede i  r  mâs a l  1â de la  me 
ra  e x i s t e n c i a  y p r e c i s a r ,  en e l  s e n t id o  que se e x p l i c a  en 
d ic h o  p â r r a f o ,  dônde es tâ n  la s  s o lu c io n e s  p e r i ô d ic a s .
2 . 2 . Lema
Sea e l  s is te m a
(4 )  t » r ( t , z )
con r  una f u n c iô n  T - p e r i ô d i c a  r ;R xR ’’ -*-R'^.Sea n un dom in io  
( a b i e r t o  conexo) de r ” , V una fu n c iô n  C* de n en R y keR 
t a l  que en e l c o n ju n to  V|^®{ Z6î l | V ( z ) = k }  se v e r i f i c a
( 5 )  (g ra d  V( z) , r (  t , z )  )< 0
pa ra  todo  t e [ 0 , T J ,  zsV j^ .S i z ( t )  es una s o lu c iô n  de (4 )
t a l  que z ( t ) e f l  para  todo  t e lc R  y para un t g G l , V ( z ( t , ))< k , 
en tonces  V ( z ( t ) ) < k  V t ) t ,  , t e l .
(E l  enunc iado  es una p o s ib le  fo r m u la c iô n  de la  
idea  de que ,en  n ,V  " im p id e "  e l paso de la  re g iô n  
{ z e n | V ( z ) < k }  a l a  r e g iô n  { z e n | V ( z ) > k }  a l o  l a r g o  de so l  u 
c io n e s  de ( 4 ) ) .
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n p m o s t r a c i ô n .
Estudiemos la  fu n c iô n  V { t ) = V ( z ( t ) )  y veamos que 
no puede tomar e l v a lo r  k para n inqûn  t> t@ . En e f e c t o ,  en 
caso c o n t r a r i o ,  tend r îam os  un t iem po mînimo t> t#  t a l  que 
v { t ) < k  para t  t< x y V (x )  = k.Sea « ' ( z ( t ) )  la  d e r iv a d a  a lo  
l a r q o  de la s  s o lu c io n e s  de ( 4 ) . Por ( 5 ) , V ( x ) < 0  y por con 
t i n u id a d  e x i s t e  6>0 t a l  que V ( t ) < 0  para t e [ T - 6 , x ] , es de 
c i r  V ( t )  es d e c re c i  en te  en d ic h o  i n t e r v a 1o , Pues to  que,en 
t a l  i n t e r v a l o ,  es menor que k y decree i en te  no puede c re  
ce r  hasta  e l v a lo r  k.
Por t a n t o ,  pues to  que V (z ( t ) ) ; < k  V t ) t ,  y  V( tg )< k 
y ( t )  qiie es une f.uncfon c o n t in u a  r e a l  nunca puede ser 
v o r  que k para t ) t g  c . q . d .
U o U .  Si se cambia e l s e n t id o  de la s  d e s ig ua ld a d e s  en la  
c o n d ic iô n  (5 )  y en la  h ip Ô te s is  sobre  V ( z ( t , ) ) ,  se t i e n e  
oI r e s u l ta d o  c o r r é l a t i v e ,  V f z ( t ) ) > k  V t) t< , , s i n  mâs modi^ 
f i c a c io n e s  en la  dem o s tra c iôn  que la s  que n a tu ra lm e n te  
s ' in ie re  la  i n v e r s iô n  de la s  d e s ig u a ld a d e s .E s to  s i g n i f i c a  
que lo  e s e n c ia !  del 1ema, lo  e s e n c ia l  de l papel de la  
fu n c iô n  V, es la  no a n u la c iô n  de la  d e r iv a d a  de V a lo  
la rq o  de s o lu c io n e s  de (4 )  en los  pun tos  de V ^  o , m i r  a d o 
desde o t r o  punto  de v i s t a ,  que d ich o  c o n ju n to  sea "trans^ 
v e r s a i "  al campo v e c t o r i a l  a soc i ado con (4 )  en e l s e n t id o  
que (5 )  6
( 5 ' )  (g ra d  V ( z ) , r ( t  , z ) ) > 0
e x p re s a n .
2 . 3 . Teorema.
E x is te  al menos una s o lu c iô n  T - p e r iô d ic a  del s i £  
tema ( 1 ) con la  c o n d ic iô n  ( 2 ) .
D em ostrac iôn .
Es s u f i c i e n t e  que probemos que nos ha l lam os  en
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la s  h ip Ô te s is  de l  lema I I I . 3 .3 .
JOtefin iremos p r im e ram en te  e l  c o n ju n to  D m e n c io n ^  
do en d ic h a s  h ip Ô te s is  y a c o n t i n u a c iô n , a p l i c a n d o  2 . 2 . ,  
demostrarem os que todas  la s  s o lu c io n e s  e s tâ n  aco ta d a s .C o n  
e l lo (h a b r e m o s  te r m in a d o ,  pues la  u n ic id a d  de s o lu c io n e s  
se s ig u e  inm ed ia ta m e n te  de la  forma de ( 1 ) .
'Dfesignemos po r h |^ ,H ^,hp ,Hp  la s  c u a t r o  r e c t a s  cu 
yas e cu a c ion e s  son
h^={ ( u , v )  |bi -Cl I u-Ci 2 v=0}
( u , v )  [B i - ç i  1 u - c i  2 v=0 }
hp={ (U ,V )  |b î  -C2 i U-C2 2V*0}
Hp={ ( u , v )  IBg -Cg, u -C2gV=0 }
donde m y p re p re s e n ta n  a lo s  c o c ie n te s  ^ —= m ,, ^ ^ = p .
Cl  1 C2 2
Los v a lo r e s  ex trem es de m y p dan la  i n t e r s e c c i ô n  de dj_ 
chas r e c t a s  con e l  e je  Ou, para h^,H|^, ô e l  Ov, pa ra  hp,
Hp. (Véase la  f i g u r a  1 y n ô tese  que la  p o s i c iô n  r e l a t i v a
de la s  c u a t r o  re c ta s  y lo s  s ig n e s  de sus p e n d ie n te s  han 
de s e r  lo s  re p re s e n ta d o s  d e b ido  a la s  c o n d ic io n e s  ( 2 ) y
( D) .
Sean R = ( r i , r g ) y  Q = (q , .q g )  dos p u n to s  de l p r im e r  
c u a d ra n te  t a i e s  que
Bg -Çg I r, -Cg 2 fii<0< b| - c, 1 r , - c, g rg
( 6 )
Gi - Çi i q , - Ci gqg<0<bg- Cg , q , - C22qg  
y ,  po r  l o  d e m i s , a r b i t r a r i o s .
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F ig u ra  1.
D e f in im o s  pues e l  c o n ju n to  0 como e i  r e c tâ n g u lo  
de T ados p a r a le lo s  a lo s  e j  es y con v e r t i c e s  en 0,R
( 7 ) D=( (u , v) I r t<  u< qi , q j < u < r j } .
Veamos ahora que, para  todo  pun to  ( u , , v , ) e D ,  la  
s o lu c iô n  ( u ( t ) , v ( t ) )  de ( 1 ) que pasa por ( u , , v , ) para t= to  
permanece en D para t > t » .
Sean la s  fune  i ones 
Vi ( u , v )  = -u  + r,
V% ( u , v ) = u - q ,
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V s ( u , v ) = - v + q 2  
V » ( u , v ) = v - r 2 ( u  , v ) € « e O
Sea 6 l a  d i s t a n c i a  de ( u , , v , ) a 30 , 6 > 0 ,y  e un 
numéro r e a l  0<e<6  s u f I c ie n t e m e n t e  pequeno para que les  
c u a t r o  numéros
= r ;  + E
T-2 =r% - E  
111 =qi -  e 
^2 =qa + e
s u s t l t u l d o s  en l u g a r  de r , , r 2 . q # , q 2 (o  p a r te  de e l l o s )  
v e r 1 f l q u e n  la s  c o n d ic io n e s  ( 6 ) . Por u l t i m o  se ra  e l  re £  
t a n g u lo  de 1 ados p a r a le lo s  a D con v e r t i c e s  en R = (T ' i ,>2 ) 
y Q * ( l l i  , l l2 ) .  (Véase la  f i g u r a  2 ) .
(E l  p r o p ô s i t o  de l a s  a n t e r i o r e s  d e f i n i c i o n e s  es 
t e n e r ,  i n i c i a l m e n t e , a la  s o lu c iô n  ( u ( t ) , v ( t ) )  en D^, olb 
se rvando  que la  f r o n t e r a  de 0 ^ e s tâ  i n c l u i d a  en la  un ion  
de lo s  c o n ju n to s  ( u , v ) e n |  V ^ ( u , v )  = - r  } ,  i  = l , 2 , 3 , 4 . S i
podemos c a l c u l a r  e l  s ig n o  de sobre  V^ , demostraremos
la  a c o ta d io n  de ( u ( t ) , v ( t ) ) ) .
'l.-c
F ig u r a  2
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Ademâs,
En p r im e r  l u g a r  es in m e d ia to  com probar que
(H) V  ^ ( u( to ) , v{ 10 ) )< - e 1 = 1 ,2 ,3 ,4 .
[ n )  '>.<0 en lo s  pun tos  de V.
En e f e c t o , po r  d e f i n i c i ô n  de V^
( i i , v ) € V j  _ ^ => u = r i+ E = r ,  , n< v< r 2 
p o r  t a n t o ,  para ( u , v ) e V j  _ ^ .
V  X =-u = “ U(bj - C) I u-Ci 2 V ) <
< - r i  ( b ;  -  C;  ; r t  -  C|  2f^2 ( b ;  -  C; f Ti  -  C|  2 ^2
por d e f i n i c i ô n  de r ^ . q ^ . L a  d e m o s t ra c iô n  para i  = 2 ,3 , 4  es 
t o t a l  mente a n â log a .
Veamos, f i n a l m e n t e ,  que ( u ( t )  , v ( t ) ) e O ^ , V t j t o . S i  
no fu e ra  a s î ,  la  t e o r i a  s ta n d a rd  de p ro lo n g a c iô n  de s o l j j  
c io n e s  de ecua c ion e s  d i f e r e n c i a l e s  o r d i n a r i a s  nos d ic e  
que e x i s t i r î a  un i n t e r v a l o  maximal I = t t o , t i )  t a l  que
( u ( t ) , v ( t ) e D ^  t e l
(u (  t ,  ) ,v (  t ,  ) )e3D^, 
m s t r u c c iô n  de D 
(u (  t j  ) ,v {  t i  ) )eV
p e ro ,  po r  c o n ^,eso  im p i i  c a r ia
J » “ E
para  c i e r t o  j e { 1 , 2 , 3 , 4 } ,con lo  cua l
Vj (u (  t ,  ) , v( t ,  ) ) = -G .
E s to  c o n t r a d ic e  e l  lema 2 .2  en cuyas h ip Ô te s is  nos encon 
tramos por ( 8 ) y  ( 9 ) .Es d e c i r ,  l a  s o lu c iô n  que pasa por
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( u o . v # ) ,  que era  un pun to  a r b i t r a r i o ,  e s tâ  en D^'0  y po r
ta n t o  a c o ta d a . Como esa e ra  la  û n ic a  h I p ô t e s I s  de I I I . 1 
que n e c e s i ta b a  com probac iôn  hemos probado la  e x i s t e n c i a  
de una s o lu c iô n  T - p e r l ô d I c a  de ( 1 ) .  c . q . d .
2 . 4 .  A c o ta c iô n  de s o lu c lo n e s  p e r i ô d i c a s .
2 . 4 . 1 . SI nos f  1 jamos de nuevo en e l  s is te m a  (3 )  de c o e H  
c le n te s  c o n s ta n te s
(3 )  Ù“ U(Bi “ Cj 1 U-Ci 2V)
(@2 “ C21 U-C22 V)
podemos a f i r m a r ,  pensando en te rm in e s  de s o lu c lo n e s  p e r i ^
d i c a s , que e x i s t e  una de e l l a s  (en e s te  caso e s t a c i o n a r i a ,
pues se t r a t a  de l pun to  c r f t i c o  ( u , , v , ) ,  Uo>0, Vg>0) y
que en e l  r e s t o  de l  p r im e r  c u a d r a n te ,  u>0 , v>0 ,no hay o t r a s
s o lu c lo n e s  p e r iô d ic a s . T o d o  e l l o  puede d e d u c i r s e  po r sencj^
1 l o s  argumentes g e o m é t r ic o s  s o b re  e l  campo v e c t o r i a l  a s o c ia
do a (3 )  y  en p a r t i c u l a r  porque  lo s  s ig n e s  de sus componen
te s  se conocen en to d o s  esos p u n to s ,  a e xce p c iô n  de l pun to
c r f t i c o ,  y  t a i e s  s ig n e s  ponen de m a n i f l e s t e  e l  com portam ier i
to  que acabamos de d e s c r i b i r . S I  vo lvemos a ( 1 ) ,  observâmes
que e l  campo v e c t o r i a l  a s o c la d o  e s tâ  p e r fe c ta m e n te  d e f i n e
do y parece  a s e g u ra r  un c o m p o r ta m ie n to  anâ logo  a l  de (3 )
fu e r a  de la s  f r a n j a s  h_ -H _ ,h_ -H _  d e te rm i  nadas po r la s  re cm m p p —
ta s  h_,H_ y h „ , H ^ ,  e I n c lu s e  en e s ta s  s i  se excep tûa  su inm m P p —
te r s e c c iô n  F
F=( (u , v )  |bx -  Cl 1 u - c i  2 v< 0 ,  Bi -Çi 1 u-Çi 2 v>0 ,
b2 -C2 1 U-C2 2 V <0 , 62 -Ç2 1 U-Ç2 2 v>0) ,
pues to  que se conoce e l  s ig n e  a l  menos de una de la s  corn
ponentes de l r e f e r i d o  cam po.D icho  b revem ente :sospecham os
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que la s  p o s ib le s  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  de (1 )  no pueden 
e s t a r  fu e ra  de F, e l c o n ju n to  donde no se sabe nada sobre  
e l campo v e c t o r i a l  a s o c ia d o  a ( 1 ) .
En e l p ré s e n te  p â r r a fo  veremos q u e , s in  r e c u r r i r  
a métodos d i s t i n t o s  de lo s  u t i 1 iz a d o s  en e s ta  s e c c iô n ,  se 
puede d e te r m in a r  con r e l a t i v a  j u s t e z a  una re g iô n  de l p l ^  
no donde deben e s t a r  la s  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  de ( 1 ) ,  
de p a r te  de la s  c u a le s  hemos dem ostrado la  e x i s t e n c i a  en 
e l p â r r a fo  a n t e r i o r .
May aqu i dos exp rès  i ones que re q u ie r e n  e x p l i c a c i ô n  
hemos dem ostrado la  e x i s t e n c i a ,  a l  menos p o r  a h o ra ,  de una 
pa r t e  de la s  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  de ( 1 ) ,  la s  que e s tâ n  
en e l c o n ju n to  D d e f i n i d o  en 2 . 3 . ;  ensegu ida  veremos que 
esas son todas  la s  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  de ( l ) . P o r  o t r o  
1 a d o , e l c o n ju n to  D se puede " c e ü i  r "  a l  c o n ju n to  F ,en  un 
s e n t id o  que ensegu ida  p r e c is a r e m o s , de forma que la s  so l  
c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  aparecen  donde era de e s p e ra r ;  con una 
p a r t e ,  a l  menos, de su g r i f i c a  en F .E s ta  es la  " r e l a t i v a  
j u s t e z a "  a r r i b a  m encionada.
Con lo  d ic h o  tenemos e l esquema de l c o n te n id o  de 
e s te  p â r r a f o : d e m o s t r a r , p r im e r o ,  que no hay s o lu c io n e s  
T - p e r i ô d ic a s  fu e r a  de 0 y ,  segundo, d é f i n i r ,  d e n t ro  de nue£ 
t r a s  p o s i b i 1 id a d e s , e l "m în im o "  D.
2 . 4 . 2 . Lema.
Sea D e l c o n ju n to  d e f i n i d o  po r l a  fo rm u la  (7 )  de 2 .3  y 
z o = ( Uo , v ,  ) U o > 0  , V o > 0  un pun to  t a l  que ZolÉO.Sea 
z ( t ) = ( u ( t ) , v ( t ) ) la  s o lu c iô n  de ( 1 ) que pasa p o r  z@ para 
t= to , t o € R  y a r b i t r a r i o .  Si z ( t ) ^ n  V t> to  en tonces  z ( t )  no 
puede se r  T - p e r i ô d i c a .
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D em os trac iôn .
Con Zg f i j o  podemos e l e g i r  1,,1% eR^ ta ie s  que e l 
r e c tâ n g u lo  O i= (0 , l i ) x ( 0 , l j ) v e r i f i q u e
ZgeD,
DcD,
(véase la  f i g u r a  3 ) .Un razonam iento  anâlogo al de 2.3 de_ 
muestra que z ( t )e D ]  para todo t  y ,  como estamos suponiendo 
z ( t ) # D ,  se t i e n e
F ig u ra  3.
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7 ( t ) 6 Ü i \ D  V t j t o
El r e s to  de la  d e m o s t ra c iô n  d i f i e r e  segûn la  posj^ 
c ion  de Zg r e l a t i v a  a 1 as re c ta s  , pero la s  ada£
ta c io n e s  a lo s  d i s t i n t o s  casos no o f r e c e n  n inguna  d i f i c u l_  
t a d . Supongamos po r e je m p lo ,  que Z g , e s tâ  en la  r e g iô n  que 
se m ues tra  en la  f i g u r a  3.
Es in m e d ia to  comprobar que la s  fu n c io n e s  
V, ( u , v )=  + b2 -Cî 1 U-C22 V 
V 2 ( u , v )  = + b ,  - C l  1 u - C i  2 V
v e r i f i c a n  e l  lema 2 .2  en fl = n i \D  con 0< k< b ^ , i  = l  ,2 .  Es d e c i r ,
la s  re c ta s  ,h ^  son "hmr re ra s  " ,  im p iden  e l  paso de la  so l  j; 
c iô n  z ( t ) . N ô t e s e  que es la  cu rva  de n i v e l  V2 =0 y la
V, =0)
Se nos p la n te a  en tonces la  segunda a l t e r n a t i v a  : 0 
b ie n  e l  s ig n o  de û ( t )  (de v ' ( t ) )  no cambia a l o  l a r g o  de z ( t )  
y  po r t a n to  z ( t )  no es p e r i ô d i c a , 0 b ie n  ù ( t )  ( ^ ( t ) )  cambia 
de s ig n o  y la  û n ica  p o s i b i l i d a d ,  p o r  l a  forma de ( 1 ) ,  de 
que eso o c u r ra  es que z ( t )  a t r a v ie s e  H ^ (H ^ ) . Pero e n to n c e s ,  
razonando como an tes  con la  fu n c iô n  aux i 1 i  a r
V s( u , v ) = -f), +Çi I u + Çi 2 V
( V„ ( u , v )  = -62 +C2 1 U + C22 v ) ,
aparece una nue va b a r r e r a  : 1 a r e c t a  H ^ ( , que es la  cu rva
V 3=0 (Vu = 0 ) , y  que im p ide  que z ( t )  v u e lv a  a Z g . Por ta n to  
z ( t )  no es p e r i ô d i c a .  c . q . d .
2 . 4 . 3 .  Todas la s  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  de (1 )  es tân  en la  
a d h e re n c ia  W de la  i n t e r s e c c i ô n  del c o n ju n to  Og
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Do“ (Pi .Qi )x (qa  ,Pz ) .
con la s  f r a n j a s  hp-Hp.Donde P o = (P i ,P z ) y Q @ = (q i,q z )
son lo s  pun to s  de I n t e r s e c t i o n  de con Hp y hp con H^, 
r e s p e c t iv a m e n te ,  véase la  f i g u r a  4.
----- i
F ig u r a  4 .
No demostrarem os a q u f  con todo  d e ta 11e la  a f i r m a  
c iô n  a n t e r i o r . N o s  1 im ita re m o s  a hace r o b s e rv a r  que 2 . 3 ,  
donde se a f i rm a b a  que la s  s o lu c io n e s  p e r i ô d ic a s  es ta b a n  
en una f a m i l i a  de r e c té n g u lo s  D, im p l i c a  e l  hecho de que 
e s té n  en D , . Bas ta  tom ar lo s  pun tos  P y 0 que d e f i  n i  an D tan  
p rôx im os  como sea n e c e s a r io  a P@ y Qg. Por lo  que se re  
f i e r e  a que tampoco puede habe r  s o lu c io n e s  T - p e r i ô d ic a s  fu e  
ra  de la s  f r a n j a s  h^-H ^ y h p -H p , nos r e f e r im o s  a l  c a p i t u l e
V I I ,  p â r r a f o  V I I . 2 . 3 ,  donde se ve con d é t a i l e la  forma
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de s u s t i t u i r  l a  p a r t e  de la  f r o n t e r a  de D que cae f u e r a  de 
d i chas  f r a n j a s  Dor ramas de h i p é r h o l a  tan  p rôx imas  como se 
desee a l a s  r e c t a s  que l a s  1 i m i t a n .
Nôtese f i n a l m e n t e  que l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  
no pueden e s t a r  e x c l u s  1vamente en M\F,  bas ta  r a z o n a r  como 
an tes  sobre el  s ign o  de las  componentes de l  campo v e c t o r i  al  
asoc iado  a ( l ) . E n  o t r a s  p a l a b r a s ; toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  
t i e n e  al  menos una p a r t e  de su g r â f i c a  en F y desde luego  
no s a l e  de M.
3. El método de la s  f u n c i o n e s  q u îa . L a  ecuac iô n  l o q T s t i c a .
3 . 1 .  Aunque el  p r é s e n t e  e jemp lo pueda p a r e c e r  s e n d  11o no 
es t r i v i a l ,  t i e n e  lo s  s u f i c i e n t e s  rasgos  de i n t e r é s  como 
para t r a e r l o  a q u i ,  como i n t r o d u c c i ô n  para qu ié n  no e s té
fami  1 i a r i z a d o  con e l  método,  pues p ré s e n t a  todos l o s  puji 
tos  e s e n c i a l e s  que d e f i n e n  a l a s  fu n c i o n e s  gu ia  y d e s c r y  
ben su a p l i c a c i ô n .
3 . 2 .  E x i s t e n c i a  de s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s .
Sea la  ecua c iô n
( 10 ) ù=u(b (  t ) - c (  t ) u )  0= ^
donde b y c son f u n c i o n e s  r e a l e s ,  r e g u l a r e s , T - p e r i ô d i c a s  
y p o s i t i v a s
b ( t + T ) = b ( t )  
c ( t + T ) = c ( t )
(k b ( t )  
n < C i $ C ( t )
Segûn exp l i c am os  en I I . 1.2 y I I . 1 . 3 ,  hagamos e l  
cambio de v a r i a b l e s
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( 11 ) x=1og u
con l o  o i a l  ( 10 ) se c o n v i e r t e  en
( 12 ) * * b ( t ) - c ( t ) e ’'
y  toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  de (12)  se co r r e s p o nd e  b i u n ^  
vocamenté con una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  e s t r i c t a m e n t e  po 
s i t i v a  de ( 1 0 ) .
Teorema. E x i s t e  a l  menos una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i ^  
v i a !  de ( 1 0 ) .
lObm os t rac i Ôn .
Con l o  d i c h o  mâs a r r i b a ,  bas t a  p r o b a r  que e x i s t e  
una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  de ( 1 2 ) . Pretendemos u s a r ,  pa ra  
e l l o ,  e l  teorema I I I . 5 . 1 0 .  Por  t a n t o ,  a l a  v i s t a  de sus 
h i p ô t e s i s ,  tendremos que c o n s t r u i r  una f u n c i ô n  a u x i l i a r  
V , d e m o s t r a r  que es una f u n c i ô n  gu îa y comprobar  que es 
r a d i a l m e n t e  no a c o ta d a .
A e f e c t o s  de n o t a c i ô n ,  observemos que l a s  condi^ 
c l o n e s  sob re  b ( t )  y c ( t )  aseguran  l a  e x i s t e n c i a  de 62,02 
t a i e s  que
b( t ) < B 2 
c ( t ) s C 2 ,  
con l o  cual  , s i  l lamamos
(13 )
se t i e n e  
por
Pî =
Tomemos la  f u n c i ô n  de R en R, V :x + V ( x )  d e f i n i d a  
V ( X ) = -  X* *.
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' / e s u n a f u n c i ô n n u î a p n r q u e
( q r a d  V ( x ) ,  b (  t  ) -  c ( t  ) ) = - 2 x  ( h ( t  ) -  c ( t  ) e ’' ) > 0
s iempre  que | x | > r  con r = m a x ( | l o q  P, | , | l o q  P , ] ) . ( B a s t a  es tu 
d i a r  p o r  separado x>0 , x<0 ) ,
Como, por  o t r o  1 ado ,
1 i m V( X ) = - «>
|x h "
se a p l i c a  el  lema I I I . 2 y es to  te r m i n a  la  d e m o s t r a c i ô n .
c . q . d .
3 . 3 . A c o t a c i ô n  de l a s  s o l u c i o n e s .
(N o ta .  A pa r té  del  i n t e r é s  que e s te  p i r r a f o  t i e n e  
en s i  mismo, e l  ra zona m ie n to  que en él  se harâ puede ayu 
dar  a la  comprens iôn  del  papel  que una f u n c i ô n  guîa t i e n e  
r e s p e c t e  a l  com po r t am ie n to  de l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s .  
(in papel  que,  en e l  caso g e n e r a l ,  es e l  nû c l e o  de la  demo^ 
t r a c  i ôn de la  p a r t e  mâs i n t e r e s a n t e  del  teorema I I I . 5 .10 
que acabamos de a p i i  c a r ) .
Como ya se ha hecho en o t r a s  ocas i o n e s , véase 
I I I . 4 .1  y I I I . 4 . 3 ,  vamos a examinar  por  un momento l a  ecua^ 
c i ôn (10)  sunon iendo  sus c o e f i  c i  en tes  c o n s t a n t e s .  El pun to  
c r î t i c o  ^  es una s o l u c i ô n  p e r i ô d i c a  no t r i v i a l  y no hay 
mâs e n t r e  o t r a s  r a z o n e s ,  porque  fu e r a  de é l , en lo s  i n t e r  
va 1 os ( 0 , b / c ) y ( b / c , * ) ,  e l  s i g n o  de la  d e r i v a d a  ù es cons 
t a n t e  en cada uno de esos i n t e r v a 1 o s .
Si vo lvemos al  caso de c o e f  i c i  en tes  v a r i a b l e s ,  te_ 
nemos que el  s ig no  de la  d e r i v a d a  û ( ü , s i  se p i ensa  en 
( 12 ) )  t i e n e  un com po r t am ie n to  s i m i l a r  f u e r a  del  i n t e r v a l o  
I P i , P z 1 ( f l o q  P i . l o q  P î 1 para x ) ,  Parece ra z o n a b l e  c o n j e t u  
r a r  que l a ,  o l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  cuya e x i s t e n c i a
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acabamos de d e m o s t r a r  se e n c o n t r a r â n  en d i c h o  i n t e r v a l o  
[ P , . P ; ] y  es l o  que vamos a p r o b a r  ahora c o n s t r u c t i v a _  
mente modi  f i  cando l a  f u n c i ô n  gu îa  que aparece en e l  pâ 
r r a f o  a n t e r i o r . L a  forma de d i c h a  modi f i c a c i ô n  nos l a  va 
a s u g e r i r
X d — »■ X
— »----------1 » 1 <-------------------------------
F i g u r a  5
l a  d e f i n i c i ô n  de f u n c i ô n  gu îa  a p i i  cada a l  caso c o n c r e t o  
de ( 1 2 ) .Tenemos que ,  s i  V es l a  f u n c i ô n  gu îa  en c u e s t i ô n ,
( 1 4 )  ( ^ ~ » b ( t ) - c ( t ) e ^ )>0
f u e r a  de c i e r t o  e n t o r n o  a c o ta d o .  Si  x ( t )  es una s o l u c i ô n  
T - p e r i ô d i c a  de (3 1 )  la  d e r i v a d a  V ( x ( t ) ) deiV'  a l o  l a r g o  
de x ( t )
'K*(t) )=(^,»(t) )>o
no puede a n u l a r s e  f u e r a  de ese e n t o r n o  a c o t a d o . P o r  t a n t o ,  
l o s  pun to s  de x ( t )  donde V ( x ( t ) )  a l c a n ce  sus va l  o res  mâ^  
ximds y  mînimos (que  sabemos que e x i s t e n )  e s t a r â n  d e n t r o  
de é l  y ,  e l  r e s t o  de l o s  pun tos  x ( t )  no podrâ andar  muy 
l e j o s . C o n c l u î m o s  de aquî  que l o  mâs i n t e r e s a n t e  para nue^  
t r o  p r o p ô s i t o  s e r î a  que el  e n to r n o  aco tad o  f u e r a  del  cua l  
se t i e n e  ( 1 4 )  c o i n c i d i e s e  con e l  i n t e r v a l o  [ l o g  P i . l o g  P* ) 
( r e c u é r d e s e  que estamos t r a b a j a n d o  con l a  ec u a c iô n  ( 1 2 ) 
en x ) . Eso no es muy d i f î c i l  de c o n s e g u i r  te n i e n d o  en cue£  
t a  e l  s i g n o  de % r e p r e s e n t a d o  en l a  f i g u r a  5. En e f e c t o ,  
s i  d e f i n i m o s
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_ l og Pi + l og  Pj y = log  P^  - l o g  Pi
^  2 ’  2
y
(15)  v ( x ) H - ( x - k ) "  ,
tenemos que
(1 6 )  (g r a d  V ,b (  t  ) - c (  t  ) e ’' ) = - 2( x - k  ) [ b( t  ) - c  ( t )  >0
para todo  x i ( [ 1 og P i , l o g  P j I . N o  nos qu e d a .p u e s ,  mâs que 
f o r m a l i z a r  e l  p roces o  eshozado mâs a r r i b a  para d e m o s t r a r  
q u e , s i  x ( t )  es una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  de ( 1 2 ) ,
x( t ) e (  l og  Pi . l o g  Pj ]
y por  t a n t o ,
u ( t ) = e ^ ( ^ ) e [ P ,  ,P; ]
donde u ( t )  es una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l  ( a r b i _  
t r a r i a )  de ( 1 0 ) . Vamos con l o s  d e t a l l e s .
Sea X( t ) una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  a r b i t r a r i a  de 
( 12 ) . Por l a  r e g u l a r i d a d  de todas  l a s  f u n c i o n e s  i m p l i c a d a s ,  
e x i s t e n  dos p u n t o s ,  x ( t i )  y x ( t z ) ,  donde l a  f u n c i ô n  V, de 
f i n i d a  en ( 1 5 ) ,  eva luada  a l o  l a r g o  de x ( t ) ,  V ( x ( t ) ) ,  toma 
r e s p e c t  1vamente sus va 1 o r es  minimo y mâximo
(17)  V ( x ( t ,  ) ) < V ( x ( t ) ) < V ( x ( t 2 ) )
Con e l l o  tendremos que
V( x( t^. ) ) = (q r a d  V, x ( t ) ) = 0
por  l a  c o n d i c i ô n  de mâximo o mînimo y ,  comparando con (16) ,  
r é s u l t a  que
( 18) x( t . ) e [  l o g  Pi , l o g  P; ] .
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Es te  es e l  p r i m e r  r e s u l t a d o  que buscâbamos. Por l o  que r e s  
pe c ta  a l o s  demâs pun tos  de x ( t )  tenemos l a  a c o t a c i ô n  (1 7 )  
que ,  combinada con (1 8 )  y e s c r i t a  de forma mâs e x p l i c i t a ,  
nos dâ
- d * < - ( x ( t i  ) - k ) * < - ( x ( t ) - k ) * $ - ( x ( t 2 ) - k )*<0
que a su vez i m p l i c a
x ( t ) € ( l o g  Pi , l o g  Pj ] ,
l a  r e l a c i ô n  a dondé querîamos l l e g a r . H e m o s  demo st rad o ,  por  
t a n t o ,  que
Toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l ,  u ( t ) ,  
de ( 10 ) v e r i f i c a  l a  s i g u i e n t e  d e s i g u a l d a d
P i < u ( t ) <  Pj
3 . 4 .  No ta .
Aunque mâs a d e l a n t e  i n s i s t i r e m o s  sobre  e l l o  (véa 
se V I . 1 ) ,  l a  p o t e n c i a  de l a  t é c n i c a  que hemos usado,  el  
teorema I I I . 5 . 1 0 ,  t i e n e  como c o n t r a p a r t i d a  l a  d i f i c u l t a d  
de su a p l i c a c i ô n  en oc a s i o ne s  como l a  de l a  s e c c i ô n  s i  gu i  en 
t e  e i n c l u s o  l a  i m p o s i b i 1 i da d  de d i c h a  a p l i c a c i ô n  aûn en 
casos ta n  s e n c i l l o s  como e l  que pasamos a expone r .
Se t r a t a  de c o n s i d e r a r  l a  e c uac iô n  (10)
( 10 ) ù = u ( b ( t ) - c ( t ) u )
s i n  e f e c t u a r  e l  cambio de v a r i a b l e s  ( 11 ) . Vamos a v e r  que 
no puede e x i s t i r  una f u n c i ô n  V gu îa  para (1 0)  y ,  a la  v e z , 
r a d i a l m e n t e  no a co t ad a .E n  e f e c t o ,  s i  e x i s t i e r a  una t a l  V, 
te nd r î am os  qüe
(1 9 )  ( g r a d  V ( u ) ,  u ( b ( t ) - c ( t ) u ))>0
para | u | > r , r > 0 . P e r o , con l a  n o t a c i ô n  ( 1 3 ) ,  para | u | >P% ,1a 
f u n c i ô n  e s c a l a r  u [ b ( t ) - c ( t ) u ]  es s ie mp re  n e g a t i v a , con l o
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cua l  (19 )  i m p l i ca
(2 0)  qrad V ( u )< 0
para (u|>max ( r . P ; ) E r g . Y aqui  se t i e n e  una c o n t r a d i c c i o n  
pues,  para c u a l q u i e r  bo l a  8 ( 0 , R) de r a d i o  R > rg , ( 2 0 ) im 
p l i c a  que e l  q rado de Brouwer  de la  f u n c i ô n  e s c a l a r  
grad V(u )  es n u l o , mi e n t r a s  que l a  no a c o t a c i ô n  de V
l i m  V(u)=+«^ ( ô - o ^ )
i m p l i c a  que d i c h o  q rado es 1 ( ô - 1 )  (Véase ,  por  e j e m p l o ,  
Rouché-Mawhin ( 1 9 7 3 ) ) .
4. El método de l a s  f u n c i o n e s  q u f a . C o m p e t i c i ô n .
4 . 1 .  Pasamos a exponer  o t r o  e j e m p lo  de a p l i c a c i ô n  del  gra^ 
do t o p o l ô g i c o  por  medio de f u n c i o n e s  g u i a . C o n s t r u i re m o s  
una f u n c i ô n  g u i a ,  no tan  s i m p l e ,  n i  mucho menos,  como la  
que aparece  en la  s e c c i ô n  a n t e r i o r  y ah i  e s ta  p a r t e  del  
i n t e r é s  de es ta  s e c c i ô n :  no es f â c i l  e n c o n t r a r  f u n c i o n e s  
gu i a  no t r i v i a l e s  en forma e x p l i c i t a  y que r e s u e l v a n  un 
ve rd ade ro  p rob l ema.No hay concep tos  nuevos en cuan to  al  
pun to  de p a r t i d a  de la  t é c n i c a ,  teorema I I I . 5 . 1 0 ,  solamen^ 
te  un mayor d é s a r r o i  1o a n a l i t i c o  del  que pueden d e d u c i r s e  
p i s t a s  para c o n s t r u c c i o n e s  s i m i 1 a res en o t r o s  p ro b le ma s .
Considérâmes el  mismo problema p l a n t e a d o  en 2 . 1 ,  
es d e c i r ,  nos in te re s a m os  por  l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  
no t r i v i a l e s  del  s i s t ema  ( I )
0 = u f b i  ( t ) - C i ,  ( t ) u - C i  2 ( t )  V]
( 1 )
y = V ( b 2  ( t )  -  C2 1 ( t )  U-C2 2 ( t )  V ]
con l a s  cond i c i  ones ( 2 )
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( 2 )  B j C | 2 < b i Ç 2 J  B; C; 1 < b% C; ;
y l a s  mismas d e f I n i c i o n e s  de 2.1 para l a  n o t a c i ô n  empleada.
Puesto que buscamos s o l u c i o n e s  e s t r i c t a m e n t e  posj^ 
t 1va s *e f e c tu a m o s  e l  cambio de v a r i a b l e s
( 2 1 ) x = l o g  u u=e^
y = l o g  V v=e^
con e l  cua l  ( 1 ) se c o n v i e r t e  en
% = bi ( t ) - c ,  1 ( t ) e * - c i  2 ( t ) e ^
( 2 2 )
ÿ=b2 ( t ) - C 2 i ( t ) e * - C 2 2 ( t ) e ^
4 . 2 .  En l a  s e c c i ô n  2 no se h i z o  e s t e  cambio porque l o s  r e _  
s u l t a d o s  sobre  a c o t a c i ô n  ya i m p l i  can que l a s  s o l u c i o n e s  
o b t e n i d a s  son e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a s .  A q u i ,  l a  d i s t i n t a  
t é c n i c a  que se va a a p l i c a r  no p e r m i t i r i a  a f i r m a r  t a n t o  s i n ,  
a l  menos, una t r a s l a c i ô n  de c o o rd e n a d a s . El cambio ( 2 1 ) t i e  
ne l a  v e n t a j a  de que l a  mera e x i s t e n c i a  de s o l u c i o n e s  T-pe 
r i o d i c a s  para (2 2 )  ya da s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  no t r i v i £  
l e s  para ( 1 ) s i n  p e r j u i c i o  de que ,  después,  se i n t e n t e  pre^ 
c i s a r  su l o c a l i z a c i ô n .
4 . 3 .  Nos r e f e r i m o s  tamb iên  aq u i  a l a s  cons 1derac  i  ones geom£ 
t r i c a s  que en 2 .1  y 2 .3  se hacen sobre  ( 1 )  y el  correspon^ 
d i e n t e  s i s tem a ( 3 )  de c o e f i c i e n t e s  c o n s t a n t e s . L a s  mismas 
c o n s i d e r a c i o n e s  pasadas a l  p i a n o  de coordenadas  (x  , y )  d e f j .  
n i d a s  por  ( 2 1 ) ,  nos l l e v a n  a una c o n f i g u r a c i ô n  del  campo de 
d i r e c c i o n e s  as o c ia do  a ( 2 2 ) como la  que se muest ra en la  f_[ 
gu ra  6 , donde 9^.G^,g,p y son l a s  cu rv as  de ecuac ione s
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F iq u r a  6 .
-c ,  ; e ^ - c , 2  e^=0
- C i j e ^  = 0 
n ^ rb î  - C 21 e^ -C;2 e^ = 0
0 : ^2 - C21 p - C2 z 6^ = 0p -
y ,  s i  desiqnamos por  q^-G^ la  f r a n j a  comprend ida  e n t r e  las  
cu rvas  q^ y G^, con el  s e n t i  do anâ loqo  para 9 ^ - 6 ^ ,  se t i e n e
que l o s  puntos  donde S(. puede ser  ce ro  en a 1 gun i n s t a n t e  son 
los  de q^-G^ y a q u e l l o s  donde ÿ  puede a n u l a r s e  son l o s  de
Para t e r m i n a r  con l o  r e f e r e n te  a n o t a c i ô n  d e s i g n ^  
remos por  a 1 a imâgen med i an te  (2 1 )  de l  con j  un to  F d e f  i  - 
n id o  en 2 . 4 ,  es d e c i r
^ es c l a r a m e n t e  acotado  por s e r l o  F y por la  c o n t i n u i d a d  de
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(21).
4 . 4 . Teorema. El s i s te m a  ( 1 )  con l a  c o n d i c i ô n  (2 )  t i e n e  al  
menos una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l .
D e m o s t r a c i ô n .
Bas ta  que probemos la  e x i s t e n c i a  de una s o l u c i ô n  
T - p e r i ô d i c a  de (22)  y  para  e l l o ,  segûn l a s  h i p ô t e s i s  del  
teorema I I I . 5 . 1 0 .  que
( i )  de f i namo s  una f u n c i ô n  a u x i l i a r  V:R*-»-R,
( i i )  comprobemos que 1 ( ô -  “ ) y que
• ’*■ , .f.
( i i i )  V es una f u n c i ô n  gu îa  para  (22 )
( i i )  y ( i i i )  i m p l i  can que puede a p l i c a r s e  el  teorema I I I . 5 .10 
a ( 2 2 ) y eso habrâ te r m i n a d o  l a  d e m o s t r a c i ô n .
( i )  Cons i  dé rense  l a s  s i g u i e n t e s  f u n c i o n e s
- 2 (y+| - )  y < - l
^  < y» - l < y <0
o<y
x< - 1
p „ ( x , y ) = \  X* - 1<x<0
I 0 0<x
e x p [ k a ( x - l o g  m)* ] x > lo g  m
E l (  X ' " ' " I l x< 1 og m
I  ®\ ( x , y ) = j  ^
e x p t k „ ( y - l o g  p ) * ï  y > l o g  p 
y < l o g  p
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c o n  k ; , k u > 0 ,  m â s  a d e l a n t e  s e  h a r â  u n a  e l e c c i ô n  m â s  p r é c i s a  
d e  k . .  N ô t e s e  q u e  l a  u n i  c a r a z ô n  p a r a  l o s  t e r m i n e s  c u a d r â  
t  i  c e s  d e  t r a n s i c i ô n  e n  P? , P i ,  e s  q u e  a s i  s e  o b t i e n e n  f  u n e  io^ 
n é s  d e  c l a s e  1 y  q u e  e l l o  e s  n e c e s a r i o  p a r a  a p l i c a r  t e o r î a  
d e l  q r a d o . N ô t e s e  t a m b i é n  q u e ,  p a r a  t o d o  ( x , y )
(23 )  P.>o E,>o i = 2 , 4 .
D e f i  nimos
V ( x , y )  = P2 ( x , y ) + P „ ( x , y )  + E2 ( x , y ) + E „ ( x , y ) .
( i i ) . S i  I ( X , y ) I + «., se produce al  menos una de la s  s i g u i e n  
te s  s i t u a c i o n e s
l i m  Ea l im P ^ = + « ^
X-K+On
l i m  [, ,= + «, l i m p 2 =+®^
y-^-+ OT’ y-^  — or
e s t o ,  con ( 2 3 ) ,  i m p l i c a
l i m  V (  X , y )  =+ «r ,
I ( X , y )
que es la  p r im e ra  c o n d i c i ô n  que querîamos  v e r i f i c a r .
( i i i )  Observemos que ? es la  suma de P^ y E^ y que las  fun^ 
c l o n e s  P2 , P4 , E2 , E „ han s i do e l e g i d a s  de manera que su der j^ 
vada fuese  cero  en a q u e l l a s  re q i o n e s  en l a s  que el  campo 
no es f a v o r a b l e  a la  c o n d i c i ô n  que d e f i n e  una f u n c i ô n  gu îa  
En e f e c t o
Pz =0 para y >0
Pi,=0 para xjO
E2 =0 para x < lo g  m
E„=0 para y < 1og p ,
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por  t a n t o ,  en cada pun to  del  p i a n o ,  fu e r a  de una bo la  con 
c e n t r o  en e l  o r i q e n  y que i n c l u y a  el  pun to  ( l o g  m , 1oq p ) ,  
so l  amente dos de l a s  cua t r o  d e r i v a d a s  , P.. , Ez , E ■, son d i ^
t i n t a s  de c e ro  y la s  i n t e r a c c i o n e s  e n t r e  la s  mismas se rea 
l i z a n  s o l o  en d e te r m i  nadas r e g i o n e s  que d e f i n i m o s  a con t  i  ^
nuac i ô n .
Sean l a s  re q i o n e s
z®={ ( x  , y ) e R ^  I l o q  m< x ,  l o g  p< y )
Zi'=f ( X ,y)eR^ j b , - C l , e^< cj 2 e-'^, x < l o q m ,  0<y}
Z4=f (x ,y )e R ^  | l og  p< y c , , e^<b, -c ,  , e^}
Z 3=( ( X , y  ) gR^  I y< 1 oq p x < l oq  m]
Zz ={  ( X , y  ) e R *  1 1 o g  m< x , cz i e ’‘ < b ; - C z  z
Zr=( ( X , y  ) g R*  I bz - C 2 z e ^ <  C z , e ^  , y <  l o g  p , CK x }
y sea 8 ( 0 , r )  l a  bo la  a b i e r t a  con r >0 t a l  que
( j i c B ( 0 , r )
y
(24)  ( l o g  m, 1 og p ) e B ( 0 , r )
Si  l lamamos Zj  =Z^ \ B ( 0 , r )  es in m e d ia t o  comprobar  
que to do  pu n to  del  p i a n o ,  f u e r a  de B( 0 , r ) ,  es ta  en a 1 nun a
- i
de l a s  r e g i o n e s  es d e c i r  
R " \ B (0 , r )= I J Z ' |  .
Por t a n t o  quedara demost rado  que V es una f u n c i ô n  
qu ia  s i  probamos que V< 0 en cada una de l a s r eg i o n e s Z _.
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z; n
En e f e c t o ,
i f .
F i g u r a  7.
T ( x , y )  = E* ( x , y ) + E ^ ( x  , y )  =
'Zkz ( x - i o g  m)*Ez ( x , y ) + 2 k » ( y - i o g  p ) ÿ E „ ( x , y ) < 0
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Nôtese que la  c o n d i c i ô n  (2 4)  imp i  de que F? y F  ^ sp a nul  en 
s i m u 1tâneamente  en 7 f .
Z,' ,Z,".
Tomemos, por  e j e m p l o ,  Z/ 
V ( x , y ) = E u ( x , y ) + p „ ( x , y ) = 2 k i , ( y - l o q  p )ÿ  ( x , y  ) +P.. ( x , y ) 
t i e n e  t r è s  d i s t i n t a s  e x p r è s i ones a l q e b r a i c a s ,
- 2 ( bi -Cl 1 e ’^ -Ci 2 e^)  , 2 x( b, -C| i e^-Ci  , e^ /  y 0 sequn sea
x< -1 , - l < x < 0  6 n < x . E l  f a c t o r  x ,  que d i f e r e n c i a  a l a s  dos
p r i m e r a s  exprès  i o n e s , es menor que 1 en v a l o r  a b s o l u t e  en 
su r e g i o n  de v a l i d e z ,  por  t a n t o
V(x ,y)< 2kl, ( y - l o q  p) ( b; - c? , e ^ - c , ;  e^ ) E,, ( x , y  ) +
+ 2 | bi -Cl 1 e ’^ -c i  2 e^I<
 ^  ^ < 2 k ^ ( y - l o g  p ) ( b2 -C2 2 e^)  Ei, ( x , y  )+ 2 ( Ci i m + ci ? e^ ) ,
pues ,  en Z/ , bi -C| i e ^ - c i  2 0 y hemos a p l i c a d o  ademâs que
x< l og  m. Para p r o b a r  que V<0 d i s t i  ngu i remos dos casos segûn
sea y>M ô y<M para c i e r t o  M>0 que ensequ ida  d é f i n i  rem os . En 
el  p r i m e r  caso haremos use de 1 c a r â c t e r  exponenc i a 1 de l  
p r i m e r  sumando del  segundo miembro de (25)  y en el  scgundo 
u t i l i  zaremos la  c o n s t a n t e  k„  que aûn e s ta  a n u e s t  r  a d i s p o  
s i c i ô n .
(a )  Como
1 in, iZ rJLqq_Ë .)lb2 g.2 .
y-*+ *  c, 1 m+c, 2 
e x i s t e  M>0 t a l  q u e , para y>M
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( y - l o g  P ) ( b2 -Cat ey )E„^  ^
C| I m+C: 2
Por t a n t o
2 ( y - l o g  p ) ( b î  -C22 e ^ ) E „ - 2 ( C i  i fn+C i 2 <i^)< 0
para y>M, M d e f i n l d o  c u a t r o  l l n e a s  mas a r r ib a . C o m o  e l  pr j^ 
mer te r m i n o  de l a  a n t e r i o r  d e s i g u a l d a d  es n e g a t i v e  para y  
s u f i c i e n t e m e n t e  g ra n d e ,
2 k „ ( y - l o g  p) ( b j -C22 e^)En< 2 ( y - l o g  p ) ( b 2 -C22 e^)E^<0
s i  k ^ ) l , l o  cual  podemos im p o n e r . L l e v S n d o lo  todo  a (25)
(26)  T ( x . y ) < 0  
para y>M, k^ > l
( b )  Sea ahora  ycM.Habremos de p r o b a r  dos cosas :  que P^ 
es ta  acotada  y que E» ës menor que c u a l q u i e r  numéro neg^  
t i v o ,  para k» adecuada . Ve&moslo.
P i . ( x ,y )<  2 |b ,  -Cl I e * - C i  2 e^|< 2 ( c i i  m+Ci 2 e^)<
< 2 ( c , i m + C i 2 e ^ ) 5 D  ,
es d e c i r  P* e s t a  aco tada  por  D.
Para e s t u d i a r  E,, hemos de darnos cuen ta  de que ,  
s i  r  es s u f i c i e n t e m e n t e  g ra nd e ,  l a  d i f e r e n c i a  y - l o g  p es 
p o s i t i v a  para  todo ( x , y ) e Z i  e i n c l u s o  e x i s t e  6>1 t a l  que
(27)  y - l o g  p> log 6>0
( b a s t a  o b s e r f a r  que e l  conj u n t o  de pun tos  de Z / , y  con m£ 
y o r  razôn de Z / , q u e  es tôn  por de ba jo  de l a  r e c t a  de ecu^  
c i ô n  y = l o g  p es un con j u n t o  aco tado  (véase  la  d e f i n i c i ô n
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d e  Zî ) y  p o r  t a n t o  p u e d e  i n c l u i r s e  e n  B ( 0 , r )  p a r a  r  a d e c u a 
d o ) . E s t e  h e c h o ,  ( 2 7 ) ,  t i e n e  d o s  c o n s e c u e n c i a s  e s e n c i a l e s  
p a r a  e l  e s t u d i o  d e  Et,  ,
E « . ( x , y ) = 2 k ^ ( y - l o q  p )  ( h ;  - C ; , e ^ - C ;  % e ^ )  ( x , y ) .
L a  p r i m e r a  y  o b v i a  e s  q u e  p r o p o r c  i  o n a  u n a  c o t a  s u p e r i o r  d e l  
f a c t o r  y - l o g  p . E n  s e g u n d o  l u g a r ,  e l  f a c t o r  b ,  -  c , , e ' ^ - C ;  ? e ^  
e s  n e g a t i v o ,  c o n d i c i ô n  t â c  i  t a m e n t e  u s a d a  e n  l a  p a r t e  ( a )  d e  
e s t e  r a z o n a m i e n t o , p u e s
hz  "  C ;  ; e  -  C ;  2 62 -  C2 | 6  -  C2 2 G ^  ^ = 6 2 - 0 2 1 6  - C 2 2  ^ ^  -  C2 i  G < 0 .
Ç2 2
F o r  t a n t o
9 ( x , y ) = É „ ( x , y )  +  P X x , y ) < 2 k 4 ( y , l o g  p )  ( b ,  - C ; , e ^ - C z z  e ^ ) E w  + 
+ D < 2 k , l o g  ô ( B 2 - C 2 2 G ^ ) o ' ' ' ( y ' ^ " 9  r ) ' + D <
< 2 k , l o g  5 ( 6 2 - 0 2 2 6 ^ ° ^  5 ) g k U o q ' 8 + o ,
< 2 k u l o g  6 ( B 2 - C 2 2  ^  + n -
= 2 k k  l o g  6 2 ( 1 - 6 ) 8 ' ^ ' * ^ ° ^  ^ +  [ K 0
p a r a  u n  k2 q u e ,  o b v i a m e n t e ,  p u e d e  e l e q i r s e  c o n  e s a  c o n d i c i ô n ,  
y  p a r a  y<  M .
P o r  t a n t o , d e  ( 2 6 )  y  ( 2 8 ) ,  7< 0  e n  Z, '  y  u n  r a z o n a ­
m i e n t o  a n â l o q o  p r u e b a  q u e  V < 0  t a m b i é n  e n  Z " , p u e s  k^ y  k2 
s e  e l l g e n  d e  f o r m a  t o t a l  m e n t e  i n d e p e n d i e n t e .
Z»
P a r a  Zi ,
? ( x , y )  = L ( x , y ) + P ^ ( x , y ) ,
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pero  en Z » , E» (x , y ) $ 0  y ,  como l o s  pun tos  ( x . y )  de Z» p ^  
ra l o s  c u a l e s  x > - l  c o n s t ! tuyen  un con j u n t o  a c o t a d o ,  se 
puede tomar r  de forma que (x ,y )eZ %=>x <-1 con lo  cual
P « i ( x , y ) = - 2 i < 0 ,
es d e c i r
V(x , y ) = L  + Pi,<0 
en Z^ y ,  anS logamente ,en  Zj .
7 ( x , y ) » P j  { x , y ) + P i , ( x . y ) <  0
El r e s u l t a d o  es una c on sec uen c ia  i n m e d ia t a  de l a s  d e f i n 1 _  
c l o n e s  de Z s,Pi y P».
Hemos cu m p l id o  e l  o b j e t i v o  seRalado en l a  pag ina  
53 , hemos demost rado que V<0 en to da s  l a s  r e g i o n e s  Z^
(en cuya d e f i n i c i ô n  r  se râ  e l  mix imo de todos  l o s  u t i l i z a  
dos en el  t r a n s c u r s o  de e s t e  l a r g o  r a z o n a m ie n to )  y  por  
t a n t o  V es una f u n c i ô n  gu îa  y l a  d e m o s t r a c i ô n  queda as T 
c o m p lé ta .
c . q . d .
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CAPITULO V: ftNALlSIS GLOBAL DE TODAS LAS SOLUCIONES
1 .  N o s  p r o p o n e m o s  e n  e s t e  c a p î t u l o  e s t u d i a r  e l  c o n j u n t o  d o  
s o l u c i o n e s  d e l  s i s t e m a
Û,  = a ,  ( t ) u ,  ( 1 - U i  - B i  ( t ) u ;  )
( 1 )
O;  =a% ( t ) U;  ( I - P 2 ( t ) u i  -U2 ) 
c o n  l a s  c o n d i c i o n e s
^2 3 1 Bt  @2 » â | â 2 R 2 < a 2 a ,
( 2 )
a 2 P 2< a 1 , 3 i P i < a 2 p a r a  t o d o  t .
€ n  p a r t i c u l a r ,  n o s  i  n t e r e s a  e l  c o m p o r t a m i  e n t o  d o  d i c h o  con^  
j u n t o  d e  s o l u c i o n e s  c o n  r e s p e c t o  a l a s  s o l u c i o n e s  T -  p e r  i  o d ^  
c a s  n o  t r i v i a l e s  c u y a  e x i s t e n c i a  s e  d e m o s t r ô  e n  e l  c a p î t u l o  
a n t e r i o r  ( v é a s e  I V . 2 . 3  y  I V . 4 . 4 ) . D e  e s t a  f o r m a , p o d r â  n r e s -  
p o n d e r s e  l a s  p r e g u n t a s  p l a n t e a d a s  e n  e l  c a p î t u l o  I I  s o b r e  
a p a r i c i Ô n  0  n o  d e l  f e n ô m e n o  d e l  c a o s ,  l o s  p o s i b l e s  p é r i o d e s  
d e  l a s  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  y  e l  n u m é r o  y  e s t a b i l i d a d  d e  
e s t a s .
C o m o  i  n s t r u m e n t o , u t  i 1 i  z a  r e m o s  b â s i c a m e n t e  l a  c o  
n o c i d a  t é c n i c a  d e  1 i n e a l i z a c i ô n  y , s o b r e  t o d o ,  e l  e s t u d i o  
d e l  o p e r a d o r  d e  t r a s l  a c i ô n ,  y a  e s b o z a d o  a n t e r i o r m o n t e  ( v é a ^  
s e  I I I . 3 ) ,  t a l  c o m o  l o s  d é s a r r o i  1 a n  d e  M o t t o n i - S c h i a f f i n o  
( 1 9 8 1 ) ,  C u s h i n g  ( 1 9 8 0 ^ )  y  Ha  1 e - S o m o l i n o s  ( 1 9 8 2 ) .
E l  s i s t e m a  ( 1 )  e s  u n a  f o r m a  p a r t i c u l a r  d e l  s i  s t e ^  
ma h a b i t u a l m e n t e  e s t u d  i  a d o  e n  l o s  c a p î t u l o s  a n t e r i o r e s  ( c o n  
l a  n o t a c i ô n  d e  l o s  m i  s m o s , ( 1 )  s e  o b t e n d r î a  e n  e l  c a s o  
b ^ = c j . i  = 1 , 2 )  q u e  v a m o s  a u t i l i z a r  a q u î  p o r  l a  e n o r m e  s i m  
p l i  f i c a c i ô n  q u e  i n t r o d u c e  e n  l o s  d é s a r r o i l o s  q u e  s e g u i r â n .  
P o r  o t r a  p a r t e  l a  i n f o r m a c i ô n  y  l o s  r e s u l  t a d o s  q u e  s e  o b t e n ^  
g a n  p a r a  ( 1 )  s e  p u e d e n  t r a  s i a d a r  e n  s u  i n t e g r i d a d  a u n
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s i s tema de l a  forma
û * u ( b i  ( t ) - C i  I  ( t ) u - c ,  2  ( t ) v )
( 1 )
^  =  v ( b *  ( t ) - C 2 i ( t ) u - C 2  2  ( t ) v )
p u e s  se puede pasar  de ( 3 )  a (1 )  med ian te  un cambio de v a r i ^
h l  e s
u, ( t )  = qi ( t ) u ( t )
U z ( t ) = q 2 ( t ) v ( t )
ionde q^ son f u n c i o n e s  r e g u l a r e s  T - p e r i ô d i c a s  y e s t r i c t a m e n t e  
p o s i t i v a s  que pueden d e t e r m i n a r s e  a p a r t i r  de l o s  c o e f i c i e n t e s  
de (3 )  (véase  de M o t t o n i - S c h i a f i n o  ( 1 9 8 1 ) ) .
Recordemos b revemente a lgu nos  concep tos  en t o r n o  a l  o p e r a ­
dor de t r a s l a c i ô n  , P , a l o  l a r g o  de l a s  s o l u c i o n e s  de ( l ) . S e a  
7 Q( t ; Z , )  l a  s o l u c i ô n  de ( 1 ) ,  Z * ( u i  ,U2 ) , t a l  que Z ( 0 ; Z , )  = Z« =
" (u, 0 ,uz 0 ) . D e f i n i m o s  PZ, = Z ( T ; Z » ) ,  donde T es el  p e r l o d o  de l a s
f u n c i o n e s  a ^ , B ^ .
Sabemos que l o s  puntos  f i j o s  de P se cor r esp onden  
c o n  l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  de (1 )  (véase  e l  lema I I I . 3 .1  
y l a  o b s e r v a c i ô n  que l e  p recede)  y que el  comp o r t am ie n to  g l o  
b a l  de l a s  s o l u c i o n e s ,  p e r i ô d i c a s  o no,  de (1 )  t i e n e  en muchos 
c a s o s  una t r a d u c é i ô n  p a r a i e l a  en e l  comp or ta mi en to  del  s i s tema 
d inSmico  d i s c r e t e ,  {P*^ } ,  engendrado por P. En p a r t i c u l a r ,  l a  
o s t a b i l i d a d  de l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i Ô d i c a s  de (1 )  se correspon^ 
d e  con l a  de l o s  puntos  f i j o s , Z ,  de P r e s p e c t o  a l  s i s tema 
fP*^} y ê s t a ,  a su v e z , queda de te rm in ada  por l o s  a u t o v a l o r e s  
d e  l a  d e r i v a d a  de F r e c h e t , 0 P ,  de P en Z. Dicha d e r i v a d a  no es 
o t r a  cosa que l a  m a t r i z  de monodromîa de (1 )  1 i n e a l i z a d o  en 
t o r n o  a l a  s o l u c i ô n  p e r i ô d i c a  Z ( t ; Z ) .  (En l a  dem o s t ra c iô n  del  
t e o r e m a  I V . 2 .3  quedô probada la  un i  c idad y p r o l o n g a b i 1 idad de
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s o l u c i o n e s  d e  ( 1 )  p o r  t o d o  p u n t o  d e  l a  a d h e r e n c i a  d e l  p r i m e r  
c u a d r a n t e  , U i > 0 ,  u ? > 0 ,  P o r  t a n t o ,  P e s t S  b i e n  d e f i n i d o . D e  h o  
c h o  s e  d e m u e s L r a  f â c i l m e n t e  p o r  e l  m i s m o  p r o c e d i m i e n t o  q u e  
( 1 )  e s  d i  s i  p a t  i  v o : t o d a s  l a s  s o l u c i o n e s  e n  e l  p r i m e r  c u a d r a n  
t e  t e r m i n a n  e n  e l  c u a d r a d o  [ 0 , l ] x r n , l ] ) .
C o m o  c o n s e c u e n c i a  d e l  p r i n c i p i o  d e  c o m p a r a c i ô n  d e  
K a m k e  ( v é a s e  K a m k e  ( 1 9 3 2 ) , o C o p p e l  ( 1 9 6 5 ) , o H i r s c h  ( 1 9 8 2 ) )
0 , d i r e c t a m e n t e , p o r  a r g u m e n t e s  a n a l î t i c o s  s o b r e  i  n e c u a c  i  o n e s  
d i  f e r e n c  i  a i e s ,  s e  t i e n e  u n a  i n t e r e s a n t e  p r o p i e d a d  g e o m é t r i c a  
d e  m o n o t o n i a  d e l  o p e r a d o r  P p a r a  c u y o  e n u n c i a d o  n e c e s i t a r e -  
m o s  a l g u n a s  d e f i n i c i o n e s .
3 . D e f i n i c i o n e s .
D e s i g n a r e m o s  p o r  e l  p r i m e r  c u a d r a n t e  d e  R^
R^={ (u i  ,Uz ) IUi >0,  U2 >0}
y  p o r  n  y  D ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  l o s  c u a d r a d o s  c e r r a d o  o s e m i a -  
b i e r t o  d e  1 a d o  1
Q = [ n , l l x [ 0 , l l
o = ( n , i ] x ( n , i ]  .
P a r a  u n  p u n t o  a r b i t r a r i o  Z =  ( t ,  , t i 2 ) e R ^  d e f i n i m o s  l o s  c u a d r a n ^  
t e s  a b i e r t o s  r e l a t i v e s  a Z d e  l a  s i g u i e n t e  f o r m a
[ ? ] , = {  ( u ,  , U 2 ) e R ^  I Ui  > Û i  , u ;  >02 }
[ Z J 2 = {  ( u ,  , U 2 ) e R ^  I U|  < 0 ,  , U 2 > Û 2 }
( Z  ] 3={ ( u ,  , U 2 ) e R *  I u,  < Oi  , U 2< Û2 }
[ Z ] i , = (  ( u ,  « U z l s R ^ l u ;  > 0 ,  , U z < 0 2  1
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^ . 1 .  Lema ( H a l e - S o m o l i n o s )
Sea P el  o p e ra d o r  de t r a s l a c i ô n  a l o  l a r g o  de s o l u c i o  
U"s de ( 1 ) ,  1=2 ,4 ,  y ZeR* a r b i t r a r i o . S1
y  p k o - l £ j
0.1 ra c i e r t o  k g , en tonces
p'^^^ZefP'^Z]^
para todo k>k#.
Para l a  d e m o s t r a c i ô n  véase H a le -S o m o l in o s  (1982)  y 
taml) ién de M o t t o n i - S c h i a f f i n o  (1 9 8 1 ) .
Geomêt r i camente el  lema s i g n i f i c a  q u e , s i  en un deter^ 
i i i nado  paso,  ko ,  P t i e n e  su imâgen en e l  c u a d r a n t e  c e r r a d o  2,  ô
1, a p a r t i r  de ah t  conserva  e l  c u a d r a n t e  2,  ô 4.
El r e s u l t a d o  a n t e r i o r  t i e n e  numerosas co nse cu enc i as  
r o f e r e n t e s  a l a  e x i s t e n c i a  de pun tos  f i j o s  de P y a l a  e s t r u ç  
t i t ra  g l o b a l  de!  s i s tem a d i nâm ic o  d i s c r e t e  {P*^ }.En n u e s t r o  1 en 
nua j e , se t r a t a  de co nse cuenc ia s  sobre  l a s  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i ^  
ca s ,  t r i v i a l e s  o no ,de  ( 1 )  y e l  c o m p o r ta m ie n t o  del  r e s t o  de 
l a s  s o l u c i o n e s  re s p e c t o  de l a s  mismas.La p r i m e r a ,  y q u i z â  una 
I n  l a s  mâs 11a m a t i v a s , es l a  que enunciamos en el  teorema que 
s 1 g u e ,
^ . 2. Teorema.
Toda s o l u c i ô n  de (1 )  con pun to  i n i c i a l  en t i e n d e
a una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a .
(La d e m o s t ra c i ôn  puede ve rs e  en H a le -S o m o l in o s  ( 1 9 8 2 ) ,  
qup l o  prueban para s i  stemas d i  s i p a t i  vos compet i  t i  vos , o coope^ 
ra t i v o s , de l o s  cua l e s  (1 )  es un e j e m p l o ,  ô en el  c i t a d o  a r t  1^ 
c u l o  de de M o t t o n i - S c h i a f f i n o  ( 1 9 8 1 ) ) .
El r e s u l t a d o  a n t e r i o r  i m p l i c a , e n t r e  o t r a s  co sa s ,q u e
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n o  p u e d e  h a b e r  s o l u c i o n e s  c o n  i n f i n i t e s  p é r i o d e s  d i f e r e n t e s  
y ,  m â s  a û n ,  q u e  n o  h a y  s o l u c i o n e s  s u t ) h a  r m o n  i  c a  s . En  o t r a s  
p a l a b r a s ,  e l  f e n ô m e n o  d e l  c a o s  q u e d a  e x c l u i d o  d o  ( 1 ) .
5 .  E n  l o  q u e  s i g u e ,  v a m o s  a r e p r o d u c i r  t r è s  l e m a s  d e  e s t e  
u l t i m o  a r t i c u l o ,  c o n s e c u e n c i a s  t a r n b i e n  d e  4 . 1 ,  y u n  r é s u l t a  
d o  d e  C u s h i n g  ( o h t e n i d o  p o r  m é t o d o s  t o t a 1 m e n t e  d i s t i n t o s ,  
v é a s e  I I I . 4 )  q u e  n o s  p e r m i t i r â n  d e m o s t r a r  l a  u n i c i d a d  y  e ^  
t a b i l i d a d  a s i n t ô t i c a  g l o b a l  d e  l a  s o l u c i ô n  o b t e n i d a  e n  e l
c a p î t u l o  a n t e r i o r  p a r a  ( 1 )  c o n  ( 2 ) .
T a m b i é n  n e c e s i  t a r e m o s  p r e v i  a m e n t e  l a s  s i g u i e n t e s  
d e f i  n i c  i  o n e s .
5 . 1 .  D e f i n i c i o n e s .
• 1 )  S e a  Z e Q  u n  p u n t o  f i j o  d e  P ,  d e s i g n a r e m o s  p o r  A ( Z )  
d o m i n i o  d e  a t r a c e i ô n d e  Z " , a 1 c o n j u n t o  d e  p u n t o s  a t r a î d o s  
p o r  Z
A ( 2 ) = f  Z e R ^ | P " z ^ Z l
_ 1 ^
2 )  A ( Z )  d é s i g n a  e l  d o m i n i o  d e  r e p u l s i v i d a d  d e  Z
y  s e  d e f i n e  c o m o  e l  d o m i n i o  d e  a t r a c c i ô n  p a r a  c l  o p e r a d o r  i n  
v e r s o  P " \
3 )  P o r  u l t i m o ,  u n  p a  r e n t e s  i  s c o n  e l  s u b î n d i c e  c e r o ,  
d é s i g n a  e l  p r o m e d i o  s o b r e  u n  p e r i o d o  d e  l a  f u n c i ô n  q u e  f i g u r e  
d e n t r o  d e l  p a r e n t e s  i  s
( f )0 =Y / ^ f ( s )ds
E l  p r i m e r  l e m a  s e  r e f i e r e  a l  p u n t o  f i j o  ( 0 , 0 ) . No  o f r e  
c e  n i n g u n a  d i f i c u l t a d  d e m o s t r a r  p o r  1 i n e a l  i z a c i ô n  q u e  0 = ^ ( 0 , 0 )  
e s  u n  f o c o  i  n e s t a b l e  p a r a  ( 1 ) .  E l  l e m a  d e s c r i b e  s u  d o m i n i o  d e  
r e p u l s i v i d a d  y  s e  i n c l u y e  a q u î  p o r q u e , j u n t o  c o n  e l  s i g u i e n t e ,  
n o s  s e r v i r a  p a r a  l o c a l i z a r  l a s  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  n o  t r i v i a  
l e s  d e  ( 1 ) ,  p a s o  p r e v i o  a l a  d e m o s t r a c i ô n  d e  l a  u n i e  i d a d .
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5 . 2 . Lema. La f r o n t e r a  de A " ^ ( 0 )  es ta  formada por : l ) e l  seg_ 
mento { 0 } x f 0 , l ) ,  2) e l  segmento [ 0 , l ] x { 0 )  y  3) la  g r â f i c a
r  de una f u n c i ô n  c o n t i n u a  d e c r e c i e n t e  que une l o s  pun tos  
( 0 , 1 )  y ( 1 , 0 ) ,  y es T - i n v a r i a n t e .
5 . 3 . Lema. Todos lo s  pun tos  f i j o s  de P , e x c e p t e  ( 0 , 0 ) ,  se en 
c u e n t r a n  sobre  l a  cu rva  r d e f i n i d a  en e l  lema 5 . 2 .
A c o n t i n u a c i ô n  tenemos una c a r a c t e r i z a c i ô n  comply  
ta de la  e s t a b i l  i dad  de l o s  dos r e s t a n t e s  pun tos  f i j o s  t r i ^  
v i a l e s  ( 0 , 1 )  y ( 1 , 0 ) . ( Nôtese que en e s te  ca so ,  e l  p u n t o  f i ,  
j 0 de P y l a  c o r r e s p o n d i e n t e  s o l u c i ô n  p e r i ô d i c a  de ( 1 )  son 
una misma c o s a , pues e s ta  u l t i m a  es e s t a c i o n a r i a . N ô t e s e  tam 
b ie n  que e s t e  hecho se d é r i v a  de l a  fo rma p a r t i c u l a r  del  
s i s te m a ( 1 ) ) .La n e c e s i ta re m o s  para p r o b a r  que l a  e s t a b i l i d a d  
de l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  no t r i v i a l e s  es g l o b a l  en R*.
5 . 4 . Lema. Si  [ a ; ( 1 - b ; ) ] , <  0 ( ô r e s p e c t i v a m e n t e .
[ 3 2 ( l - b z  ) ] « < 0 )  en tonces  ( 0 , 1 )  (ô  r e s p e c t i v a m e n t e ,  ( 1 , 0 ) )  es 
a s i n t ô t i c a m e n t e  a s t a b l e .
Si  [ a , ( l - b | ) ] « > 0  (ô r e s p e c t i v a m e n t e , f a z ( l - b j ) 1 > 0 )  
en tonces  ( 0 , 1 ) (ô r e s p e c t i v a m e n t e , ( 1 , 0 ) )  es un p u e r t o  cuya 
v a r i e d a d  e s t a b l e  es e l  s e m i e je  p o s i t i v e  O u z ( u , «0 ,  Uz > 0 ) (ô 
r e s p e c t i v a m e n t e ,  e l  s e m i e je  p o s i t i v e  0 u i ( u j > 0 ,  Uz = 0 ) ) .
In c l u i m o s  f i n a l m e n t e  e l  s i g u i e n t e  lema de Cushing 
(1980g)  que p r o p o r c i o n a ,  segûn enunciabamos en I I I . 4 . 3 . , con 
d i  c l o n e s  s u f i c i e n t e s  de e s t a b i 1 i  dad de l a s  s o l u c i o n e s  p e r i ô  
d i c a s  no t r i v i a l e s  de ( 1 ) .
5 . 5 . Lema.Sea e l  s i s tem a
0] * U i  ( b j  - C i  1 U| - C l  2 Uz •)
( 41
O z  - U z  (  b z  - C z  I  U i  - C z  z U z  )
con b ^ , c ^ j  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  y  T - p e r i ô d i c a s  y supongamos que
Cl 1 ( t ) > C 2  1 ( t )  C2 2  ( t ) > C |  2 ( t )
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para todo  t . E n t o n c e s  toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l  de 
( 4 )  es ( 1 o ca l m e n te )  u n i fo rm e m e n te  a s i n t ô t i c a m e n t e  e s t a b l e .
5 . 6 . Teorema ( U n i c i d a d  y es tab i 1 i da d) .
El s i s tem a ( 1 )  con l a s  c o n d i c i o n e s  ( 2 )  t i e n e n  una 
un i  ca s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l  y d i c h a  s o l u c i ô n  es 
g l o b a l ,  en R^ ,y  a s i n t ô t i c a m e n t e  e s t a b l e .
D e m o s t r a c iô n .
En I V . 2 .3  ô I V . 4 . 4  hemos demost rado la  e x i s t e n c i a  
de una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l ,  po r  l o  menos.Aquî  
probaremos suc es iv ame n te  que d i c h a  s o l u c i ô n ,  o s o l u c i o n e s ,  
son ( l o c a l m e n t e )  a s i n t ô t i c a m e n t e  e s t a b i e s , que s ô l o  hay 
una y po r  u l t i m o  que la  e s t a b i 1 idad  es g l o b a l .
Para la  es tab  i 1 i  dad l o c a l  bas t a  v e r i f i c a r  que 5 .5  
se a p i i  ca a n u e s t r o  p rob lema y d i c h a  ve r  i f i  ca c i ôn es t r i v i a l
La u n i c i d a d  se o b t i e n e  razonando  sobre  l o s  pun tos  
f i j o s  de l  op e ra d o r  de t r a s l a c i ô n  P .Has ta  e l  momento sabemos 
que e x i s t en pun tos  f i j o s  no t r i v i a l e s  que,  por  5 . 5 ,  son as i n  
t ô t  i camente e s t a b l e s  r e s p e c t o  a l  s i s te m a  d i s c r e t o  CP } y 
que,  por  5 . 3 ,  se e n c u e n t r a n  sob re  l a  cû rva  r  d e f i n i d a  en 5 .2  
Si hu b ie se  dos de e s to s  pun tos  en r  , que s e r i a n  as i n t ô t i c ^  
mente a s t a b l e s ,  al  s e r  r  una g r â f i c a  decree  i en te  y T monôto^ 
no en e l  s e n t i d o  del  lema 4 .1 se s e q u i r i a  la  e x i s t e n c i a  de
un pun to  f i j o  i n e s t a b l e  e n t r e  a l l a s .  Pero la  i n e s t a b i 1 idad
c o n t r a d i  ce 5 .5  y p o r  t a n t o  e x i s t e  un i j n i c o  pun to  f i j o  y una 
ôn i  ca s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l .
Por  e l  teorema 4 . 2  toda s o l u c i ô n  de ( 1 )  que comiej i
za en t i e n d e  a una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a . P e r o  ahora  ya
sabemos que s ô l o  hay c u a t r o  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  de ( 1 ) ,  
l a  no t r i v i a l  y l a s  t r è s  s o l u c i o n e s  e s t a c i o n a r i a s  ( 0 , 0 ) ( 0 , 1 )  
y ( 1 , 0 ) .  Por o t r a  p a r t e ,  ( 0 , 0 )  es un fo co  i n e s t a b l e , y ,  po r
5 . 4 ,  ( 0 , 1 )  y ( 1 , 0 )  son p u e r t o s  cuya s v a r i e d a d e s  e s t a b i e s  
es tân  sob re  los  e i  es de c o o r d e n a d a s . En o t r a s  p a l a b r a s ,  n i  n 
guna s o l u c i ô n  que comience  en R^ t i e n d e  a ( 0 , 0 ) ,  ( 0 , 1 )  ni
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( 1 , 0 ) .  La e s t a b i l i d a d  g l o b a l  de l a  s o l u c i ô n  no t r i v i a l  se 
s ig u e ,  pues,  inmedia tamente .  c . q . d .
6. En c o n d  us i ô n ,  tenemos completo e l  cuadro de to 
das la s  s o lu c io nes  de ( 1 ) ,  con ( 2 ) &en el  p r im e r  cu ad ra n t e ,  
e jes  i n c l u l d o s .
- l a s  ûn ic as  so lu c i o n e s  p e r i ô d i c a s  son las  solu 
c lones  T - p e r i ô d i c a s .
- hay exactamente c u a t r o  so l u c io n e s  T - p e r i ô d  i cas 
de l a s  cua les  t r è s  son t r i v i a l e s .
- no e x i s t e  n inguna s o l u c i ô n  no p e r i ô d i c a  que no 
t ienda  a una s o l u c iô n  T - p e r i ô d i c a ,  mâs aûn
- toda s o l u c iô n  no t r i v i a l  t i e n d e  a la  ûnica  so 
l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l .
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CAPITULO VI :EL METODO DE LAS FUNCIONES BARRERA.
1 . 1 n t r o d u c c  i  o n
C o n s i d e r e m o s  d e  n u e v o  e l  t e o r e m a  5 . 8  d e l  c a p i t u _  
l o  I I I  y  o b s e r v e m o s  d e t a 1 1 a d a m e n t e  e l  t r a b a j o  q u e  p l a n t e a  
s u  a p l i c a c i ô n  a u n  p r o b l e m a  e n  e l  q u e  e s t e m o s  b u s c a n d o  i n  
f o r m a c i o n  s o b r e  s o l u c i o n e s  p e r i o d i c a s . L a s  e t a p a s  d e  d i c h o  
t r a b a j o  s e  c o r r e s p o n d e n  c o n  l a s  h i p ô t e s i s  ( a ) , ( b )  y  ( c )  
q u e  h a y  q u e  c o m p r o b a r .
( a )  E n  p r i m e r  l u g a r  t e n d r e m o s  q u e  v e r  q u e  | | z | | f R  
p a r a  t o d a  s o l u c i o n  T - p e r i o d i c a  z  d e  l a  e c u a c i ô n
( 1 )  2 = X r ( t , z ) ,  X 6 ( 0 , l ]
p a r a  l o  c u a l  e s  s u f i c i e n t e  c o m p r o b a r  q u e  t o d a s  l a s  s o l u c i £  
n e s  T - p e r i o d i c a s  e s t a n  e n  u n  c o n j u n t o  a c o t a d o .
( b )  P o r  o t r o  l a d o  1 o s  c e r o s  d e  l a  a p l i c a c i ô n
r o  : p e P "  / ^ r ( t , p ) d t e R
t a m p o c o  p u e d e n  e s t a r  e n  l a  f r o n t e r a  d e  l a  b o l a  B ( 0 , R )  y
( c )  E l  g r a d o  d e  B r o w e r  d e  r@ e n  d i c h a  b o l a  q u e ,  
p o r  ( b ) ,  e s t a  b i e n  d e f i n i d o ,  h a  d e  s e r
d ( r o , B ( 0 , R ) , 0 ) / 0
E n  e l  m i s m o  c a p l t u l o  I I I  ( I I I . 5 . 1 0 )  M e m o s  v i s t o  
q u e  d i c h o  p r o g r a m a  d e  t r a b a j o  s e  p o d i a  r e a l i z a r  d e  u n a  s o  
l a  v e z  s i  s e  d i s p o n i a  d e  u n a  f u n c i o n  q u i a  r a d i a l  m e n t e  n o  
a c o t a d a  y  e n  e l  c a p i t u l e  I V  ( I V . 3  y  I V . 4 )  s e  o f r e c e n  a l g ^  
n o s  e j e m p l o s  c o n  n o  p o c o s  d e t a l l e s  ( E s t e  u l t i m o  n o  e s  u n  
c o m e n t a r i o  o c i o s o ,  c o m o  p o d r â  v e r s e  e n s e q u i d a ) .
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Una r e f l e x i o n  sobre  e l  t r a b a j o  r e a l i z a d o  s u g l e r e  
des o b s e r v a c i o n e s . La p r i m e r a  es que una f u n c l ô n  gu îa  r ^  
d i a l m e n t e  no aco tada  p a r e c e ,  y es ,  un i n s t r u m e n t e  muy po 
deroso .En  e f e c t o ,  p e r m i t e  a f i r m a r  (véase  l a  d e m o s t ra c i ô n  
del  teorema I I I . 5 . 1 0 )  que
( a . l )  Todas l a s  s o l u c i o n e s  p e r i o d i c a s  de ( 1 )  es tâ n  en un 
conj u n t o  d e f i n i d o  c o n s t r u c t i v a m e n t e  p o r  l a  f u n c l ô n  g u î a .
( a . 2) D icho c o n j u n t o  es a c o ta d o .
( b )  No hay ce ros  de r ,  en su f r o n t e r a ,
( c )  El e s t u d i o  del  g rado  de r ,  se reduce  a l  de l  g r a d i e n t e  
de la  f u n c l ô n  g u î a  y a s î  se ve que es d i s t i n t o  de c e r o .
La segunda o b s e r v a c i ô n  es que no cabe e s p e r a r  que sea f £  
c i l  c o n s t r u i r  una f u n c l ô n  tan l l e n a  de buenas c u i l i d a d e s ,  
i n c l u s o ,  puede s e r  i m p o s i b l e .  Eso es l o  que v ie ne  a con_ 
f i r m a r  l o s  e je m p lo s  del  c a p î t u l o  IV.
Se p l a n t e a  en to nce s  l a  s i g u i e n t e  p r e g u n t a .  Si  l a  
t é c n i c a  que r e s u e l v e  s imu l tSneame nte  l o s  c u a t r o  p rob lemas  
( a . l )  ( a . 2) ( b )  y  ( c )  r é s u l t a  d i f î c i l  o ,  en casos concre^ 
t o s ,  i n a p l i c a b l e  6no se p o d r î a  encomendar l a  s o l u c i ô n  de 
esos c u a t r o  p rob lemas d i s t i n t o s  a c u a t r o  t é c n i c a s  d i s t i n  
ta s  y ,  p r e s u m i b l e m e n t e , mâs s e n d  l i a s ? . En c o n c r e t e , y pue^ 
t o  que la  comprobac iôn  d i r e c t a  de (b )  y  ( c )  es r e l a t i v e ^  
mente mâs f â c i l ,  p re tendemos d é f i n i r  f u n c i o n e s  s i n  t a n t a s  
c o n d i c i o n e s  como la s  f u n c i o n e s  gu îa  r a d i a l m e n t e  no a c o t £  
d a s ,  pero con l a s  s u f i c i e n t e s  para que hagan su mismo papel  
en e l  p roblema ( a . l ) :  d é f i n i r  en te r m i n e s  e x p l î c i t o s  con j un  
tos  donde es tâ n  l a s  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s . A û n  en e l  case de 
que n inguno  de esos con j u n t o s  e s t é  a c o t a d o ,  podemos t r a t a r  
de o b t e n e r  v a r i e s  de e l l e s  cuya i n t e r s e c c i ô n  s î  sea aco ta  
d a , y e s te  c o n s t i t u i r â  la  segunda t é c n i c a ,  d i r i g i d a  a l  pro 
blema ( a . 2 ) .
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E s t e  e s ,  p u e s ,  e l  r e s u m e n  d e !  p r é s e n t e  c a p î t u l o :  
d é f i n i r  l a s  f u n c i o n e s  b a r r e r a  ( 1 1 a m a d a s  a s î  p o r q u e  i m p i d e n  
e l  p a s o  d e  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  p o r  l o s  p u n t o s  d e  d e t e r m i ^  
n a d o s  c o n j u n t o s )  e s t u d i a r  s u s  p r o p i e d a d e s  y ,  c o n  e l l a s ,  d a  r  
f o r m a  a u n a  t é c n i c a  q u e  p e r m i t a  r e s o l v e r  s u c e s i v a m e n t e  l o s  
p r o b l e m a s  ( a . l )  y  ( a . 2 ) .
C o n  e l l o  g e n e r a l i  z a m o s  d e  a l g u n a  f o r m a  i d e a s  d e  
K r a s n o s e l s k i i  ( 1 9 6 8 ) ,  E n  e l  c o n t e x t e  d e  s u  t e o r î a  d e l  o p £  
r a d o r  d e  t r a s l a c i ô n  u t i l i z a  f u n c i o n e s  g u î a  n o  a c o t a d a s  y  
t a m b i é n  r a s g o s  a i s l a d o s  d e  e s t a s  e n  d i v e r s a s  c o m h i n a c i o n e s ,  
p e r o  n u n c a  s e  q u e d a  c o n  e l  m e r o  h e c h o  d e  q u e  c l  s i g n o  d e  
l a  d e r i v a d a  d e  u n a  f u n c l ô n  a u x i l i a r  V a l o  l a r g o  d e  s o l u c i o  
n e s  s e a  c o n s t a n t e  s o b r e  l o s  p u n t o s  d e  u n  c o n j u n t o  t a n  g e n e  
r a l  c o m o  V ( x ) = k .
2 .  D e f i n i c i ô n  ( P u n t o  s i n  T - r e t o r n o )
S e a  e l  s i s t e m a
( 2 )  t = r ( t , z )
c o n  r  u n a  f u n c l ô n  T - p e r i ô d i c a  r  : R x R ^ ^ R * ^ . D i  r e m o s  q u e  u n  pun^ 
t o  z g e R "  e s  u n  p u n t o  s i n  T - r e t o r n o  p a r a  ( 2 )  s i  n o  e x i s t e
n i n g û n  t o e R  t a l  q u e  z  ( t , + T  ; z ,  ) = z g , d o n d e  z ( t ; z < , )  e s  u n a  s o
l u c i ô n  d e  ( 2 )  t a l  q u e  z ( t o ; z o  ) = z o . E n  o t r a s  p a l a b r a s ,  z o n o  
p e r t e n e c e  a  n i n g u n a  s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  d e  ( 2 ) .
3 . L e m a .
S e a  n  u n  d o m i n i o  ( a b i e r t o  c o n e x o )  d e  R*^,  V u n a  f un^  
c i ô n  C^  d e  Q e n  R y  K e R  t a  1 q u e  e n  e l  c o n j u n t o
V| ^={  z e Q j  V ( z )  = k }  s e  v e r i  f  i c a
( 3 )  ( g r a d  V ( z )  , r ( t , z ) ) <  0
p a r a  t o d o  t e [ 0 , T ) ;  z e V ^ . S i  z ( t )  e s  u n a  s o l u c i ô n  d e  ( 2 )  t a l  
q u e  z ( t ) e Q  o a r a  t o d o  t e l c R  y  p a r a  u n  t o e l ,  V ( z ( t o ) ) < K ,
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entonces  V ( z ( t ) ) < k  V t > t , ,  t e l .
' i o t a . - S e  t r a t a  de !  lema 2 .2  de l  c a p î t u l o  I V i  lease su demo^ 
t r a c i ô n  y l o s  co m e n t a r i o s  que l a  p receaen  y l a  s l g u e n .
4. Lema
Si toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  de ( 2 )  e s ta  c o n t e n i d a  
en un d o m in io  fl de R^,V es una f u n c l ô n  C* de îi en R y keR t a l  
que en Vj^={ zeQ] V {z )  = k} se v e r i  f i  ca ( 3 )  ( g rad  >Vt z)  , r {  t  ,z  ) )< 0
para todo t e [ 0 , T ] , zeV^ ,  en tonces  todos  l o s  pun tos  de Vj  ^ son
pun tos s i n  T - r e t o r n o .
H e m o s t r a c i ô n .
Sea ZgeV^ y tgcR a r b i t r a r i o . S e a  z ( t ; Z o )  una s o l u c i ô n
de (2 )  t a l  que z ( t @ ; z , ) = z , .
Si  z ( t ; z o )  s a l e  de n no puede se r  T - p e r i ô d i c a , pue^
to  que todas la s  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  e s tâ n  en î ï . y ,  po r  tan
t o ,  z# es un pun to  s i n  T - r e t o r n o .
Si  z ( t ; z o )  permanece en n ,  vamos a e s t u d i a r  l a  f u £  
c i ô n  V ( t ) = V ( z ( t ; z o ) ) . P robaremos , p r i m e r o ,  que e x i s t e  e>0 t a l  
que V ( t ) < k  para t e (  t ,  , t o  + e) y . s e g u n d o ,  que V ( t )  no puede vol^ 
v e r  a tomar el  v a l o r  k.
Tenemos que V( t# ) =V ( z( tg ;zg ) ) = k . Por ( 3 ) ,  0
y ,  por  c o n t i n u i d a d ,  e x i s t e  e>0 ta  1 que < 0 para
t e [ t g , t g + E ] ,  po r  t a n t o  V ( t ) < k ,  pa ra  t a i e s  v a l o r e s  de t ,  ex^  
cep to  t f r .
Que V ( t )  no v u e l v e  a a l c a n z a r  e l  v a l o r  k es p a r t e  
de la  d e m o s t ra c i ôn  del  lema 3.
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F i  n a 1 m e n t e , p u e  s t o  q u e  V ( z ( t  ; z o ) ) ^ k  p a r a  t o d o  t > t o  
z ( t ; z g ) f z g  p a r a  t o d o  t  y  e n  p a r t i c u l a r  p a r a  e l  v a l o r  t g + T .
C o m o  t g  e r a  a r b i t r a r i o ,  h e m o s  d e m o s  t r a d o  q u p  z g e s  u n  p u n t o  
s i n  T - r e t o r n o .
N o t a . -  T a m b i é n  a q u î  s u b s i s t e  l a  v a l i d e z  d e l  l e m a  s i  s e  c a m b i a
( 3 )  por
(3 ' ) ( grad  V ( z ) , r ( t , z ) ) > 0 .
5 .  A v e c e s  r é s u l t a  q u e  e l  c o n j u n t o  n o  e s  c o n e x o  y  q u e  l a  
c o n d i c i ô n  V < 0  ( o  b i e n  > 0 )  s e  c u m p l e  s o l o  e n  u n a  d e  s u s  c o m p o  
n e n t e s  c o n e x a s .  E l  s i g u i e n t e  l e m a  a f i r m a  q u e ,  e n  c i e r t a s  con^  
d i c i o n e s , e s e  h e c h o  e s  s u f i c i e n t e  p a r a  p r o b a r  q u e  l o s  p u n t o s  
d e  d i c h a  c o m p o  n e  n t e  d e  V|^ s o n  s i n  T - r e t o r n o . P o r  o t r a  p a r t e ,
l a s  c o n d  i  c i  o n e s  a d i c i o n a l e s  s o n  l a s  f â c i l m e n t e  s a t i s f e c h a s  
e n  l a  p r â c t i c a .
6 . L e m a
S i  t o d a  s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  d e  ( 2 )  e s t a  c o n t e n i d a  
e n  u n  d o m i n i o  ?  d e  R " , V e s  u n a  f u n c i ô n  C*  d e  Q e n  R ,  k e R  e s  
t a  1 q u e  e n  u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  V^   ^ d e l  c o n j u n t o
V| ^={  Z6. Q I V (  z ) = k }  s e  v e r i f i c a  ( 3 ) ,  0 ,  c O  e s  u n  d o m i n i o  t a l  q u e
" ' n V k ' V l . k  y
( 4 )  n n 3 D 4 n { z | v ( z ) > k } = ( f , ,
e n t o n c e s  t o d ô s  l o s  p u n t o s  d e  V ^  s o n  p u n t o s  s i n  T - r e t o r n o .
( l a  f i g u r a  1 i l u s t r a  e l  e n u n c i a d o  a n t e r i o r ) .
D e m o s t r a c i ô n .
S e a  Z g e V j   ^ y  t g S R  a r l > i  t r a r i o . S e a  z ( t )  u n a  s o l u c i ô n
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4
de ( 2 )  t a l  que z ( t , ) = 2 , . Vamos a 
e s t u d i a r  t r è s  p o s i b i  1 idades mii 
tuamente e x t l u y e n t e s .
Para t > f t « :
a) Si  z ( t )  s a l e  de îî no puede 
ser  T - p e r i ô d i c a ,  pues to  que todas  
la s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  e^
n
F ig u r a  1
tân  en n ,  y por  t a n t o , Z o  es un pun to  s i n  T - r e t o r n o .
b)  Si  z ( t )  permanece en D ] , d i c h o  c o n j u n t o  D, es ta  en la  h i pô  
t e s i s  del  a n t e r i o r  l ema,  4 ,  y ,  p o r  t a n t o ,  z ,  es un pun to  s i n  
I - r e t o r n o .
c) Si  z ( t )  permanece en n, pero s a l e  de Di , vamos a d e m ost ra r  
que,  para vo l  ve r  a z# ,  habrâ de t e n e r  puntos  en @0,0 n, en al^ 
quno de esos p u n t o s ,  z ( t  ) ,V( z( t  ) ) > k  , eso c o n t r a d i  ce l a  condi^ 
c i ô n  (4 )  y ,  po r  t a n t o ,  Zo es un p u n to  s i n  T - r e t o r n o .
En e f e c t o ,  supongamos que e x i s t e n  t , > t ,  y t z > t ,  t £
les  que
( 5 )  z ( t ,  )en4D,
(6 )  z { t z  )=Zo€Vj  j^cD, .
es d e c i r ,  z { t )  s a l e  de D, o , l o  que es l o  mismo, t i e n e  un puri 
to  z ( t , ) f u e r a  de D , , c o n d i c i ô n  ( 5 )  y ,  después,  v u e l v e  a pa- 
sa r  Dor z , , c o n d i c i ô n  ( 6 ) .
Como îî es conexo,  (5 )  y  ( 6 )  impi  1 can que e x i s t e  un 
T mâximo menor que t% y t a l  que 
z fT )6 90 ,O n  T<tz
z ( t ) e D ,  para todo t  t a l  que t <  t ^  tz .
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{ * )
E s t u d i e m o s  l a  f u n c i o n  V ( t ) : ? V ( z ( t ) )  e n  e l  i n t e r v a  
l o  [ T » t 2 ]  q u e  a c a b a m o s  d e  d e f  i  n i  r .  P r o b a r e m o s  q u e  V ( t ) > k  e n  
[ T , t a  ] y  d e  a h î  o b t e n d r e m o s  l a  c o n t r a d i c c i o n , V ( T ) > k ,  q u e  
d e m u e s t r a  q u e  z ( t )  n o  p u e d e  r e t o r n a r  a z , .
S i  p a r a  a l q û n  t ,  t< t <  t a  , V ( t ) < k ,  a p l i c a n d o  el le  
ma  3 t e n e m o s
V ( t ) < k  V - t | t < t < t a
p e r o ,  e s o  n o  e s  p o s i b l e  p u e s , p o r  ( f i ) ,  V ( t a ) = k . P o r  t a n t o ,  
V ( t ) > k  p a r a  t o d o  t  t a l  q u e  t < t <  t a  y ,  p o r  c o n t i n u i d a d ,
V ( T ) > k .  c . q . d .
N o t a s .
1 .  U n  l e m a  s i m i l a r  s e  o b t i e n e  s i  s e  c a m b i a  ( 3 )  p o r  ( 3 ‘ ) y 
e l  c o n j u n t o  q u e  a p a r e c e  e n  ( 4 )  p o r  { z | V ( z ) < k } .
2 .  E n  l a  p r â c t i c a  p u e d e  o c u r r i r  q u e  n o s e  a p i i q u e  e x a c t a m e n
t e  n i  e l  l e m a  a n t e r i o r  n i  l a  m o d i f i c a c i ô n  i n d i c a d a  e n  l a  no
t a  1 ,  p e r o  s i  a l q u n a s  d e  l a s  i d e a s  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n .
ï>, P o r  e j e m p l o ,  s i  l a  f r o n t e r a  d e
u n a  c o m p o n e n t e  c o n e x a  d e l  c o n  
j u n t o  V p = f  z e l  I V ( z )< k } n o  c o n  
t i e n e  m â s  p u n t o s  d e  V ^  q u e  l o s  
d e  V j  1^ ,  h a y  u n a  e l e c c i ô n  i n ; n e  
d i a t a  d e  D,  m e d i a n t e  l a  c u a l  s ô  
l o  s o n  p o s i b i e s  l o s  c a s o s  a )  y
STL
F i g u r a  2
( * )  D e  h e c h o  s e  p u e d e  a f i r m a r  a l q o  mâ s : V ( t  )< k , t <  t < t a  + c , c > n  
p u e s ,  a l  s e r  D,  a b i e r t o ,  z ( t ) e D ,  p a r a  e s e  i n t e r v a l o  d e  v a l o  
r e s  d e  t  y  a h î  e s  d o n d e  s e  a p i  i c a  3 .
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b) de l a  a n t e r i o r  d e m o s t ra c i ôn  (véase  e l  esquema de l a  f l gu .  
r a  2 ) . Con e l l o  r é s u l t a  In m e d ia t o  e s t a b l e c e r  que l o s  puntos  
de Vj  son s i n  T - r e t o r n o .
7 . Api 1c a c l o n e s .
Aunque l a s  a p H c a d o n e s  de todo  l o  exp ues to  en e l  
p r é s e n t e  c a p î t u l o  se t r a t a n  d e t a l 1adamente en e l  s i g u i e n t e ,  
vamos a a p u n t a r  aquî  l a s  l î n e a s  comunes a to das  e l l a s .
Nôtese en p r i m e r  l u g a r  que e l  lema 4 ,  ô e l  6 ,  de^ 
c a r t a  l a  p o s i b l l l d a d  de que la s  s o l u c i o n e s  T - p e r l ô d i c a s  dé 
(1 )  pasen por  d e te r m in ad os  p u n t o s :  l o s  del  c o n j u n t o  l lamado
, ô Vj  en su caso.Que t a i e s  puntos  sean "muchos" o "po
cos"  depende de d i v e r s e s  f a c t o r e s ,  p a r t i c u l a r m e n t e  de que 
haya v a r l o s  v a l o r e s  de k ,  en c o n c r e t e  un I n t e r v a l o  de la  r c £  
ta r e a l ,  para lo s  cu a le s  se cumpla e l  lema.
La t é c n i c a  que vamos a d e s c r i b i r  p r e t e n d e  e x p l o t a r  
es te  hecho usando e l  lema 4 ,  ô e l  6 ,  de forma r e l t e r a d a  ha£ 
ta d e m o s t ra r  que l o s  pun tos  por l o s  que no pueden pasar  so 
1uc i ones T - p e r l ô d i c a s  de ( I ) ,  es d e c i r ,  l o s  pun tos  s i n  T - r e  
t o r n o ,  son " t a n t o s "  que e l  r e s t o ,  e l  c o n j u n t o  donde pueden 
e s t a r  d i c h a s  s o l u c i o n e s ,  es un dom in io  a co ta do .
De una forma a l g o  mâs p r e c i s a  : SI e l e g i m os  una fun
c iô n  V, d e f i n i d a  en Qi =r ” , donde c i e r t a m e n t e  es t ân  todas  l a s  
s o l u c i o n e s  T - p e r l ô d I c a s , el  lema 4 , ô e l  6 , nos p r o p o r c l o n a  
una r e g l ô n  menor ,  , en la  que buscaremos o t r a  f u n c i ô n  V% . 
Nuevamente por medio de!  lema,  ob tendremos  o t r a  r e g l ô n  mâs 
pequeha y mâs man e ja b le .D e  es ta  forma se c o n t i n u a  e l  p roceso
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c o n  l a  e s p e r a n z a  d e  l l e q a r  f i  n a 1 m e n t e  a u n a  r é g i o n  a c o t a d a  
c o n  l o  q u e  s e  h a b r â  a l c a n z a d o  e l  o b j e t i v o  q u e  s e  p l a n t e a  
b a  e n  l a  1 n t r o d u c c i ô n  d e  e s t e  c a p î t u l o .
R e c u é r d e s e  q u e  u n  c o n j u n t o  d e  t a i e s  c a r a c t e  
r i s t i c a s  n o  b a s t a  p a r a  p r o b a r  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  
p e r i ô d i c a s . Q u e d a n  p o r  r e s o l v e r  l o s  p r o b l e m a s  ( b )  y  ( c )  p l a n  
t e a d o s  e n  d i c h a  i n t r o d u c e i ô n . P e r o ,  i n c l u s o  c u a n d o  n o  s e  p u £  
d e  l l è q a r  a  d e m o s t r a r  q u e  e x i s t e n  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  d e  
( 1 ) ,  l o s  l e m a s  d e m o s t r a d o s  y  e l  m é t o d o  e x p u e s t o  e n  e l  p â r r ^  
f 0 a n t e r i o r  p e r m i t e n  e s t i m a r  l a  a m p l i t u d  d e  l a s  o s c i l a c i o  
n e s  p o s i b i e s . E s t e  e s  u n  d a t o  m u y  i n t e r e s a n t e  c u a n d o  s e  t r a  
t a  d e  e v i t a r  o s c i 1 a c i o n e s  : e n  c a s o  d e  q u e  e x i s t a n  s e  t i e n e  
a l  m e n o s  l a  s e n u r i d a d  d e  q u e  n o  s o b r e p a s a n  c i e r t a s  c o t a s .
P o r  o t r a  p a r t e ,  e s  c l a r o  q u e  u n  n u m é r o  f i n i  t o  d e
a p i  i  c a c i o n e s  d e  l o s  l e m a s  4 3 6  n o  t i e n e  p o r  q u e  t e  r  ni i n  a r
n e c e s à r i a m e n t e  c o n  l a  o b t e n c i ô n  d e  u n  q u e  c o n t e n g a  t £
d a s  l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  d e  ( 1 )  y  s e a  a c o t a d o .
D e  h e c h o  p u e d e  q u e  s e  o b t e n g a  u n a  s u c e s i ô n  d e _  
c r e c i e n t e  d e  r e g i o n e s  fl. , n o  a c o t a d a s ,  c a d a  u n a  d e  l a s  
c u a l e s  h a  d e  c o n t e n e r  t o d a  p o s i b l e  s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  
d e  ( 1 ) . C u a n d o  t a l  c o s a  o c u r r e  p u e d e  p e n s a r s e  q u e  n o  e x ÿ s  
t e n  s o l u c i o n e s  d e  e s e  t i p o  y ,  e n  a l g u n o s  c a s o s ,  l a  d e m o £  
t f a c i ô n  e s  i  n m e d  i  a t a . E n  e f e c t o ,  b a s t a  d e m o s t r a r  q u e  c u a ^  
q u i e r  p u n t o  z  d e  p "  q u e d a  f u e r a  d e  a l g u n a  d e  l a s  r e g i o n e s  
Q ^ . . E s  l o  q u e  h a r e m o s  e n  l a  s e c c i ô n  3 d e l  p r ô x i m o  c a p î t u l o  
e n  l a  q u e  p u e d e  e n c o n t r a r s e  u n a  e x p o s i c i ô n  d e t a l l a d a  d e
76
es ta  segunda mod a l id ad  de a p l i c a c i ô n  de l a  t é c n i c a  de l a s  
f u n c i o n e s  b a r r e r a .
8 . N o t a .
El método dè p è r é u r b a c i ô n  u t i l i z a d o  por  R o s e n b l a t  
( 1980) y e l  de b i f u r c a c i ô n  u t i l i z a d o  por  Cush ing (1980^^) ,  
no p r o p o r c i o n a n  c o ta s  de la  a m p l i t u d  de todas l a s  s o l u c i £  
nes p e r i ô d i c a s . P o r  o t r a  p a r t e ,  de M o t t o n i  y  S c h i a f f i n o  
(1931 )  que u t i l i z a n  la  t é c n i c a  de l  o p e ra d o r  de t r a s l a c i ô n ,  
0 de P o i n c a r é ,  s î  o b t i e n e n  r e s u l t a d o s  sobre  l a  e s t r u c t u r a  
g l o b a l  de todas  l a s  s o l u c i o n e s ,  pero  no d i sponen  de méto 
dos c o n s t r u c t i v o s  que p e r m i t a n  p r e c i s a r  l a s  r e g i o n e s  que 
c o n t i e n e n  tod as  l a s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  de ( 1 ) .
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CAPITULO VI I .APLICACION DE LA TECNICA DE LAS FUNCIONES DAPRERA.
1 . 1 n t r o d u c c i  6 n .
E n  e l  p r é s e n t e  c a p î t u l o  d e m o s t r a r e m o s  l a  e x i s t e n  
c i a  d e  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  p a r a  l a s  e c u a c i o n e s  d e  i n t e r ^  
c c i ô n  e n t r e  d o s  e s p e c i e s  e n  v a r i a s  c a s o s . E n  p r i m e r  l u g a r  
t r a t a m o s  d e  l a  c o m p e t i c i ô n ,  q u e  y a  f u é  e s t u d i a d a  e n  e l  c a  
p î t u l o  I V  c o n  u n a s  c o n d i c i o n e s  q u e  h a c î a n  r e l a t i v a m e n  t e  
s e n c i l l a  l a  c o n s t r u c c i ô n  d e  u n a  f u n c i ô n  n u î a . A q u î  d e m o s  t r a  
r e m o s  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  p e r i ô d i c a s  e n  l o s  c a s o s  
e x c l u i d o s  d e l  c a p î t u l o  I V . A  c o n t i n u a c i ô n .  y  c o n  l a  m i s m a  
t é c n i c a ,  p r o b a r e m o s  q u e  l a s  e c u a c i o n e s  d e l  m o d e l o  c o n o c i d o  
c o m o  s i m b i o s i s  o m u t u a l i  s mo  t i e n e n  o n o  s o l u c i o n e s  p e r i ô  
d i c a s  s e g û n - s e a  m â s  o m e n o s  d é b i l  l a  i n t e r a c c i ô n  e n t r e  l a s  
d o s  e s p e c i e s  e n  u n  s e n t i d o  q u e  s e  p r e c i s a r â  m â s  a d e l a n t e .  
S i e m p r e  q u e  s e  a f i r m e  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  p e r i o d ^  
c a s ,  e l  m i s m o  m é t é d o  d e  l a  d e m o s t r a c i ô n  n r o o o r c i o n a r â  u n a  
e s t i m a c i ô n  c a l c u l a b l e  d e  l a  a m p l i t u d  d e  d i c h a s  o s c i l a c i o  
n e s .
2 . C o m p e t i  c i ô n .
2 . 1 . S e a n  u y  v d o s  e s p e c i e s  c u y o  c o m p o r t a m i  e a t o  s e  r i n e  




*^ “  = u( b, - c ,  1 u-Ci  2 v)
^ = v { b 2 -Czi  U-C22 v)
Monde b ^ , son f u n c i o n e s  p e r i ô d i c a s  p o s i t i v a s  con e l  mismo
n e r i ô d o  mlnimo T,  b, ( t+ T )  = bi  ( t )  pa ra  to do  t ,  e t c .  De l a  m i£  
n a  forma qoe en e l  c u a r t o  c a p î t u l o ,  d e f i n i m o s
{ ? . )  ® i^To^  b ^ ( s ) d s ,  b^=min b . ( t ) ,  F^=max b ^ ( t )
y anâ logamente  C  ^j  , c^ j  , ,
Las c o n d i c l o n e s
( 3 )  8 ;  C| 2 C z 2 Bi  Cz I  > 8 2  C|  1
aseguran que e l  s i s te ma
d = u { B j - C l  1 u-Ci  2 V )
( 4 )
v ( 82 -C2 I U -C 22V)
Icuyos c o e f e c i e n t e s  son l o s  p romedios  de l o s  c o e f 4 c i e n t e s  de
( 1 ) ,  t i e n e  un û n i c o  pun to  c r î t i c o  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v o  
(en e l  p r i m e r  c u a d r a n t e )  y que es i n e s t a b l e ^  ^ . La  comprob£ 
led on de es t e  hecho es in m e d ia t a  y e l  que aqu î  l lamemos la
( * )  (E l  caso en que d i c h o  pun to  es e s t a b l e  se e s t u d i ô  an te  
r i o r m e n t e .  Véase I V . 2 y I V . 4 ) .
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a t e n c i ô n  s o b r e  é 1  s e  d e b e  a q u e  s u  s e n t i d o  h i o l ô q i c o  e s  l a  
m o t i v a c i ô n  n a r a  l a s  c o n d i c i o n e s  q u e  v a m o ' ;  a i ' i i n o n e r  a ( ] ) .
F n e f e c t o ,  s i  s u p u s i é r a m n s  q u e  l a s  e s p e c i e s  r i v a l e s  u , v  v i  
v e n  e n  u n  s i e d  i  n a m b i e n t e  i n v a r i a b l e  c o n  e l  t r a n s c u r s o  d e l  
t i e m p o ,  t o m a r i a m o s  e l  s i s t e m a  ( 4 )  c o m o  m n d e l o  m a t c m â t i c o  y  
l a  o b s e r v a c i ô n  p r e c e d e n t e  s o b r e  l a  i n e s  t a l )  i  1 i d a  d d e l  û n i c o  
p u n t o  c r i t i c o  p o s i t i v o  ( ü , v )  d e  ( 4 )  n o s  l l e v a r î a  a l a  c o n  
e l u s i o n  d e  q u e  a m b a s  e s p e c i e s  u y  v n o  p u e d e n  c o e x i s t i r :  
l a  m â s  p e q u e n a  d e s v i a c i ô n  d e  ( t i , v )  r e s p e c t e  a l a s  d o s  u n i  
c a s  t r a y e c t o r  1 a s  q u e  t i e n d e n  a ( i ï , 7 )  d a r- i  a l u n a r  a u n a  n u e  
v a  t r a y e c t o r i a  q u e  t e n d e r i a  a u n  p u n t o  c r i t i c o  s o b r e  u n e  
d e  l o s  e j e s  d e  c o o r d e n a d a s ,  e s  d e c i r  u n a  e s p e c i e  s e  e x  t i n  
g u i r i a . S i  a h o r a  s u p o n e m o s  q u e  l o s  p a r â m e t r o s ,  b .^ , c ^ j ,  q u e  
d e s c r i b e n e l  m e d i o  a mb  i  e n  t e , s o n  f u n c i o n e s  p e r i ô d i c a s ,  e s  
d e c i r ,  q u e  e l  s i s t e m a  ( 1 )  e s  u n  m o d e l o  m â s  a j  u s t  a d o a l a  
r e a l i d a d  y  q u e  ( 4 )  e s  u n a  s i m n l i f i c a c i ô n  d e  ( 1 )  l a  p r c q u n  
t a  q u e  n o s  n l a n t e a m o s  e s  f p o d r i a n  c o e x i s t i r  l a s  e s p e c i e s  
u y  V r e q i d a s  p o r  ( 1 ) ? .
S e  t r a t a ,  p o r  t a n t o ,  d e  f o r m u l a r  u n a s  c o n d i c i o  
n e s  s o b r e  ( 1 )  q u e  i m p l i q u e n  l a s  c o n d i c i o n e s  ( 3 )  y ,  f u n d a m e n  
t a l m o n t e , q u e  a s e n u r e n  l a  e x i s t e n c i a  d e  s o l u c i o n e s  p e r i ô  
d i c a s  n o  t r i v i a l e s  d e  ( 1 ) .
C o n  e s t e  n i a n t e a m i e n t o  p r e t e n d e m o s  f o r m a  1 i  z a r  y 
d a r  r e s p u e s t a  a l  p r o b l e m a ,  s u o e r i d o  p o r  S r e m e r m a n n  ( 1 9 7 9 ) ,  
q u e  f o r m u l â b a m o s  e n  I . l .  i D h s  m u t a n t e s  d e  F . C o l i ,  u n o  d e  l o s
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cu a l es  no m e t a b o l i z a  l a  g l uco sa  mi e n t r a s  que e l  o t r o  no 
puede m e t a b o l i  z a r  l a c t o s a ,  e s t a r î a n  abocados a la  e x t i n c i ô n  
d e  uno de e l l o s  en un medio i n v a r i a b l e  y ,  po r  e j e m p l o ,  p£ 
b re  en l a c t o s a . P e r o  supongamos que la  g l uc osa  es abondante 
e n  i n v i e r n o  y l a  l a c t o s a  en v e ra no ,  i p o d r î a n  c o e x i s t i r  l a s  
d o s  p o b l a c i o n e s  en t a i e s  c o n d i c i o n e s  p e r i ô d i c a s ?
Por o t r a  p a r t e ,  ês te  es un cuadro  d i s t i n t o  del  
que proponen Koch (1974)  y Cushing (19 80^ )  en e l  cua l  una 
c a t â s t r o f e  p e r i o d i c a  a f e c t a  s imu l tâ neam en te  a ambas espe 
1 des .
2 . 2 . T eorema
Sea e l  s i s tem a ( l ) . S i ,  con la  n o t a c i ô n  ( 2 ) ,  se 
cumplen l a s  c o n d i c i o n e s
( 5 ) jb; £ i  2 > F i  C2 2 £ :  ) > F2  C l  i
entonces  ( 1 )  t t e n e  a l  menos una s o l u c i ô n  p e f i ô d i c a  e s t r i c
tamente p o s i t i v a .
D e m o s t r a c i ô n .
Pues to que buscamos s o l u c i o n e s  e s t r i c t a m e n t e  po
s i t i v a s , e x c l u i m o s  l a s  t r i v i a l e s  con e l  cambio de v a r i a b l e s  
que se i n t r o d u j o  en e l  c a p î t u l o  I I .
u=e* x= log  u
v=e^ y = l o g  v
con l o  cua l  e l  s i s tema ( 1 )  toma l a  forma
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( 6 )
k -h j  - c I ] p
. . X y Ÿ -h;-C2 1  e - Cj 2 e
y todo lo  que hemos de d em ost ra r  es que (A)  t i e n e  s o l u c i q  
nes T - p e r i ô d i c a s .
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F i g u r a  1
d i r e c c  iones  del  s is te ma ( 6 ) . Al se r  los c o e f i  c i  en tes  funci iq
nes de t ,  no hay nuntos c r î t i c o s  y el  l u g a r  de los puntos
donde x=o ô ÿ=0 se mueve p e r iô d ica m en to  en el  p iano  de las  
fa s e s  e n t r e  l a s  pos ic  iones ex tremes g^  ^ v 8^ ^^ , g^ y 8^ res
pec t  i v a m e n t e , d e f i n i d a s  como s igue
n,„=( ( X , y )  I b, - c , , e ^ - c ,  2 6^ = 0}
8^={ (x ,y ) I b, - c ,  1 e ^ -c ,  , e^ = 0) 
d p = f  ( X , y )  1 1^2 - c ‘21 e ^ - C 22 e ' ' = O l  
8| .^={ ( X , y )  I b 2 - £ 2 1 e ^ - C 2 2 e ^  = n i
82
donde la  n o t a c i ô n  m.p a lu de  a una de l a s  as i r i
t o t a s  de l a s  cu rv as  que acabamos de d e f i n i r : x = l o g  m, x = l og  m 
nara g^ ,G^  e y = l o g  £ ,  y = l o g  p para g^ . G ^ .
La fami  11 a de ecu ac ion es  a u x i l i a r e s
X=\ ( b i - C l  1 e^-Ci  2 e^)
 ^y  ^ A 6 [ 0 , l l
ÿ=X ( b% -C21 e^ -C;2 e^)
t i e n e ,  para  X^O, e l  mismo campo de d i r e c c i o n e s  que ( 6 ) y ,  
segûn el  teorema 5 .8  del  c a p î t u l o  I I I ,  habremos demost rado 
que ( 6 ) t i e n e  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  y , p o r  t a n t o , (1 )  s£ 
l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a s  s i  probamos 
que e x i s t e  R>0 t a l  que
(a )  para todo  X e ( 0 , l ]  toda p o s i b l e  s o l u c i ô n  T - p e r i ô  
d i c a  de (7 )  v e r i f i c a
I | ( x , y )  I |=sup | ( x ( t ) , y { t ) ) | ? ‘ R
(b )  C u a l q u i e r  r a i  z (pi  ,p% ) d e l  s i s te m a  de ecu ac ion es
0 - f  1 0 ( P i ' r P î  ) = 8 t - C l  1 e ^ * - C l  2
( 3 )
0 " f 2 o ( P i  * P2 ) - 8 2  ~ C 2 1 e^* - C 2 2 6 ^ *  
es t a l  que | (p ,  ,P2 ) l l 'R.
( c )  El  grado de Brower  de la  a p l i c a c i ô n  f , : R^+R' d e f £  
n i da  en ( 8 ) es no n u l 0 ,
d ( f o  ,B(0,'Rl) , 0 ) / 0 .
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Qemos t ra c i  ôn de ( a ) .
Tenemos que h a l l a r  una bola 3 ( 0 , P) tal  que toda so
luciôn T-periôd ica de (7)  permanezca en 3 ( 0 , R).
Tomemos la funciôn barrera ' /=y-loq ê y Oi=R^.0e
aquî en adelante e designarâ un numéro pos it i vo  pequeno.So
bre V, =k con k>0, l a  derivada de V, a lo larno de soluciones 
de (7)  es
7 i=X(b j -C2 te - C; 2 e^ )< 0
y ,  por el lema 4 del ca p î tu lo  V I ,  todos los puntos por enci^ 
ma de la recta V , *0 son puntos sin T- retorno .Por tan to ,  toda 
soluciôn T -per iôd ica estarS en la région l ,  si tuada bajo la 
recta V , =0.
- a ,
V
F i g u r a  2
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Tomemos, en Q2 * 1 a f u n c i ô n  = x - 1 o g m.Para todo
k>0 se t i e n e  <0 sobre  Va=k y de nuevo po r  el  lema V I . 4
se s igu e  que l a  r e g i o n  Q 3 , donde deben e n c o n t r a r s e  todas  
la s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s ,  es la  r e g l ô n  b a j o  l a  r e c t a  
V ,  =0 y a l a  i z q u i e r d a  de la  r e c t a  V2 =0.
En n 3 d e f i n i m o s  l a  f u n c i ô n  V f ( x - x g ) ( y - y « ) .  Si
bz
tomamos Xo = l o g - — , yo = log%—  se puede h a l l a r  un numéro R s 
C21 c 1 2
s u f i c i e n t e m e n t e  grande para que l a  rama i n f e r i o r  de l a  h2  
n é r b o l a  V 3 = P 3 es té  deba jo  de l a s  cu rv as  9^ ^  ^p ^
ma s u p e r i o r  sobre  l a s  cu rva s  y G^ .Es tud iemos  la  d e r i v ^
(la
? 3= & ( y - y o ) + ÿ ( x - x g )
para ese R 3 . Sobre l a  rama i n f e r i o r  de V ^R  3 tenemos &>0 e
,Ÿ>0, de forma que V j<0 .Sobre  la  rama s u p e r i o r  de V 3=8 3 te
nemos k<0 e ÿ<0 ,  de forma que V s<O.Los mismos r e s u l  tados
son v â l i d o s  para c u a l q u i e r  R j R 3.Se t i e n e ,  por  t a n t o  que
la s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  es tan  en una r e g i o n , cont e
n id a  en n 3 y mis pequeRa.
P e r o , u t i l i z a n d o  la s  c o n d i c i o n e s  ( 5 ) ,  podemos con^
s e g u i r  un r e s u l  tado to d a v î a  m e jo r  .Sean x ,  = l o g ( ^ —t-e) e£21
Vo = l o g ( i ^ — i-ê).Podemos e l e g i r  R 3 s u f  i  c i  entemente  grande pa 
£12
ra que la  rama s u p e r i o r  de V 3^ R 3 e s té  sobre  las  cu rvas
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Gp y y l a  p a r t e  c e n t r a l  de l a  rama i n f e r i o r  b a jo  las  
cu rv as  y Op (véase  la  f i g u r a  2 ) .
La d e r i  vada de V 3 es
7 3= ^ ( y - y o  >-<x-Xo )y=X [ (b ,  - c ,  1 e^'-Ci ?e^)  ( y - y o  ) +
, + ( X - X 0 ) ( b j - C j  I e - C; 2 e^ ) ] .
El  té r m i n o  ( x - x o ) . ÿ  es p o s i t i v o  en la  p a r t e  mâs 
e x t e r i o r  de l a  rama i n f e r i o r  de la  h i p é r h o l a  que se encuen 
t r a  en e l  segundo c u a d ra n t e  ( x >0 , y < 0 ) , pero es ta  aco ta d o .
Por o t r a  p a r t e ,  j< es p o s i t i v a  y a d i s t a n c i a  p o s i t i v a  de ce 
r o ,  con l o  cua l  podemos hacer  que e l  o t r o  t é r m i  n o , x ( y - y , ) ,  
sea n e g a t i v e  y muy grande en v a l o r  a b s o l u t e  e l i q i e n d o  R 3 
s u f  i c i e n t e m e n t e  g rande .De es t a  forma se t i e n e  7 3< D en el  
segmente de l a  rama i n f e r i o r  que estâmes c o n s i d e r a n d o . Nôte 
se que l a  c o n d i c i ô n  b ,C2 1 >^2 C i : es n e c e s a r i a  para la  con£ 
t r u c c i ô n  e f e c t u a d a . U t i 1 i za ndo  la  c o n d i c i ô n  b ; c , 2 C2 2 se 
demuest ra  anâ logamente  que 9 gc 0 en la  p a r t e  mâs e x t e r n a  de
la  h i p é r b o l a  s i t u a d a  en e l  c u a r t o  c u a d r a n t e  ( x < 0 , y >0 ) .
Por e l  lema V I . 4 ,  todos l o s  pun tos  s i t u a d o s  ba jo  la 
rama i n f e r i o r  de l a  h i p é r b o l a  V 3=R 3 son pu n to s  s i n  T - r e t o £  
no.La  r e q i ô n  n» es ta  l i m i t a d a  por  l a s  r e c t a s  V , = 0 , V2 =0 y la 
rama i n f e r i o r  de V s=R 3 .
Sea - R„<0 l a  ab s c i s a  de l  pun to  de i n t e r s e c c i ô n  de 
la  rama i n f e r i o r  de V g=R 3 con G . Def  i  namos V^ = x + R^.F.n
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l os  pun tos  de la  r e c t a  V^ = k , para to do  k<0 ,  es t ân  por  enc1_ 
ma de la  cu rva  Por t a n t o ,  %<0 y ,  e v i d e n t e m e n t e ,  0
sobre  esa r e c t a . L o s  pun tos  a l a  i z q u i e r d a  de V,,=0 s o n , pues ,  
pun tos  s i n  T - r e t o r n o .
Sea - R ^ 0 l a  o rdenada de l  pun to  de i n t e r s e c c i ô n  
de la  rama de V j=R s con G ^ .D e f i n im o s  Vs=y +R, . En n # , y  para 
todo  k<0 ,  l o s  puntos  de V;=k es tâ n  a l a  de recha  de G^ .Para 
t a i e s  puntos  ÿ< 0 y 9 g< 0.  Por t a n t o ,  todos  l o s  pun tos  de Gi, 
ba jo  la  r e c t a  V ;=0 son puntos  s i n  T - r e t o r n o .
F i n a l m e n t e , s i  e le g im os  R ' *max{7 l l i '+R|  , /Rf+R5 , / r | + R ^5> , 
se s i g u e  que todos  l o s  pun tos  del  c o n j u n t o  c o m p le m en ta r io  de 
l a  bo la  B ( 0 , R ' )  son pun tos  s i n  T - r e t o r n o . Eso demuest ra que 
toda s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  de ( 7 )  permanece en B ( 0 , R ' )  y coj i  
c l u y e  es ta  p a r t e  (a )
D em os t rac iôn  de ( b ) .
Un s e n c i l l o  c â l c u l o  p rueba  que l a s  c o n d i c i o n e s  (5 )  
i m p i i  can que e l  s i s te ma  de ecuac i ones  ( 8 )  t i e n e  una ûn ic a  
ra i z ( p i , P i ) . Para un v a l o r  a p r o p i a d o  RjR ' ,e1 pun to  ( p, ,p% ) 
es ta  en e l  i n t e r i o r  de 8 ( 0 , R) y por  t a n t o  | ( P i , P z ) | / R .
Demos t rac iôn  de (c )
Se t r a t a  de c a l c u l e r  e l  g rado de Brower de f , . Pero 
fg es una f u n c i ô n  de C^(R* )  y t i e n e  un û n i c o  ce ro  en B ( 0 , R ) .
El j a c o b i a n o  de fg es d i s t i n t o  de cero s i  C , , C z z - C ,% C; , l o  
es y eso es una consecuenc ia  de l a s  c o n d i c i o n e s  ( 5 ) . Por t a £  
t o  e l  grado es no n u l o .
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Habiendo comprobado l a s  c o n d i c i o n e s  ( a ) , ( b )  y ( c )  
hemos p robado  que el  teorema I I I . 5 .8  se a p l i c a  a ( 6 ) . E x i s  
te  pues al  menos una s o l u c i o n  T - p e r i ô d i c a  de ( 6 )  en B(0 ,R )  
y , c o r r e l a t i v a m e n t e ,  una s o l u c i o n  T - p e r i ô d i c a  e s t r i c t a m e n t e  
pos i  t i  va de ( 1 ) .  c . q . d .
2 . 3 . N o t a .
Obsérvese que e l  numéro R e n c o n t r a d o  en e l  t r a n £  
cu rs o  de l a  d e m o s t r a c i ô n  ya nos o f r e c e  una p r i m e ra  co t a  de 
l a  a m p l i t u d  de l a s  s o l u c i o n e s  T- p e r i o d  i cas de (7 )  y , p o r  
t a n t o , de ( 1 ) : tod as  e l l a s  es tâ n  en la  b o l a  B(0,R) . iDé  hecho 
se puede a f i n a r  mâs l a  c o n s t r u e d  ôn y d e m o s t r a r  que todos 
l o s  pun tos  f u e r a  de l a s  bandas y Gp-g^ son pun tos
s i n  T - r e t o r n o .
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3 . S i m b i os i  s
Consideremos ahora l a s  ecuac ione s
û = u (b i  - c n  u+ci  2 v)
d i c a s  de t .
(9 )  b . , c . .  f u n c i o n e s  T - p e r i ô
y = v(b2+C2l  U-C22 v ) ,
que d i f i e r e n  de l a s  de l a  s e c c i ô n  p r e v i a  en el  s ig no  de los  
c o e f i c i  en tes  c,2 «Cz % .Es c l a r o  que s i  al  1 î median la  i n f l u e n  
c i a  n e g a t i v a  de una e s p e c i e  sobre  e l  c r e c i m i e n t o  de l a  o t r a ,  
aquî  maddrân l a  i n f l u e n c i a  b e n e f i c i o s a .  'Die l a  misma forma 
nue la s  c o n d i c i o n e s  (5 )  de e s te  c a p î t u l o  y la s  (2 )  del  ca 
p î t u l o  IV p l a n t e a n  s i  t u a c i o n e s 1 d s t i n t a s ,  aquî  d i s t i n g u i r e  
■nos dos casos
^  = £ 1 1  £ 2  2 - C i  2 C2 1 >0 y  A = C i  1 C2 2 - £ i  z £ 2 i ^  0 
que,  para e l  s i s te ma  promed i  ado 
ù = u ( B| - Ci 1 u + Ci 2 V )
9 - V( B2 +C21u- C2 2 V)
c or r esponden  a que e x i s t a  0 no un pun to  c r î t i c o  no t r i v i a l  
en e l  p r i m e r  c u a d r a n t e .
Para e l  caso ^>0 demost raremos que e x i s t e  a l  menos 
una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l . D e  l a  dem ost ra c i ôn  de 
ese hecho se d e d u c i r l  ademâs un p ro  ced im ien to  co ns t r u c t i  vo 
para a c o t a r  l a  r e q i ô n  de l  p r i m e r  cu a d ra n t e  donde se encuen 
t r a  la  g r â f i c a  de l a ,  o l a s ,  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s . Para 
el  caso "ÂÿO demost raremos que no e x i s t e  n inguna  s o l u c i ô n  
T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l . P a r a  l o s  dos r e s u l t a d o s  se u t i l i z a r â  
la t é c n i c a  de d é f i n i r  f u n c i o n e s  b a r r e r a  y d e m o s t r a r ,  por  
a p l i c a c i o n e s  s u c e s i v a s  del  lema V I . 4 ,  que de te rm i  nados pu£ 
tos  son pun tos  s i n  T - r e t o r n o .
89
3 . 1 . Caso _A - £ i  1 £ 22 “ Cl 2C21 >0
3 . 1 . 1 . I n t r o d u c c 1 6 n .
Con e l  cambio de v a r i a b l e s  h a b i t u a l
X Vu=e v=e^ ,
( 9 ) se t r a n s f o r m a  en
X = ( b , - c , , e^+c i  2 e^)  . .
(1 0 )  ,  ,  z = ( ; ) = f ( t , z )
ÿ=(b2+C 2,e  -C22C^)
y hay una c o r r e s p o n d e n c i a  b i u n i v o c a  e n t r e  s o l u c i o n e s  T-pe 
r i ô d i c a s  de ( 1 0 )  y s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  no t r i v i a l e s  
de ( 9 ) .
'O e f i n i m o s  la s  cu rv as  y de la  s i g u i e £
t e  forma
g^=( ( x , y )  Ib i  - c , , e^+Ci 2 0^ = 0 }
G^=f ( X , y )  I 5, -Cl  1 e^+ci  26^ = 0 }
9p={ (x  , y )  | b2 +Ç2 1 e ^ - C2 2 6^ = 0}
Gp=( ( X , y )  I -4cki e ^ -C 2 2 6^=0}
y  vamos a d e m o s t r a r  dos lemas que den a lg una  1uz sobre  su 
forma y p o s i c i ô n . ( Nôtese que l a s  c u a t r o  cu rv as  t i e n e n  as î n 
t o t a s  de pend i  e n te  1 para x-«-+ * y que ademâs, g^ ,G^ t i e n e n  
a s î n t o t a s  v e r t i c a l e s  y g ^ , G^ h o r i z o n t a l e s ) .
3 . 1 . 2 . Lema
Las c u rv as  G^ y Gp t i e n e n  un û n i c o  pun to  de i n t e £  
se c c i ô n  F= ( Fi , 8 2 ) . La semi r r e c t a  b , de ecuac i ôn
y = x + F2 -F,  x>F;
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no c o r t a  a n i  y es t a  en l a  r é g i o n  a b i e r t a  formada por  
los  pun tos ( x , y ) e R *  t a i e s  que
( 1 1 )  B i -C l  I e ’^+ci ae^<0
^  r  -  X y
62+021 e -Ç22e^<0  ,
PS d e c i r  l o s  pun tos  s i t u a d o s  b a j o  l a  cu rva  G^ y por  encima 
dp l a  cu rva  G^. (Véase l a  f i g u r a  1 ) ,
F i g u r a  1
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Demos t r a c  1ôn
La c o n d i c i ô n
-L~S^  iÇ22“Ci2C2i3‘0
impi  i c a  que l a s  r e c t a s  de ecuac ion es
Bi, ~ Çi I U + Ci 2 v - 0  
6 2  + C 2  I  U - Ç 2  2 V = 0
se c o r t a n  en un û n i c o  pun to  y que l a s  coordenadas de d i c h o  
pu n to  son e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a s . Por t a n t o ,  l a s  cu rvas
y Gp, o b t e n i d a s  de d i c h a s  r e c t a s  por la  b i y e c c i ô n  ( 3 ) ,  tam 
b i e n  se c o r t a n  en un s o l o  p u n t o . A s î  se t i e n e  la  p r im e ra  
p a r t e  del  lema.
Sea ahora h>p2 .Trazamos la  r e c t a  y=h y l lamamos 
1 (h )  a l a  l o n g i t u d  de l  segmente de esa r e c t a  comprend 1 do 
e n t r e  l a  semi r r e c t a  b y l a  cu rv a  G^,
l ( h ) = h + F , - F 2 - l o g
es d e c i r ,  l a  d i f e r e n c i a  é n t r e  l a s  a b s c i s a s  de l o s  pun tos  
de i n t e r s e c c i ô n  de y=h con b y G^, r e s p e c t i v a m e n t e .
La f u n c i ô n  1 es c o n t i n u a , d e r i v a b l e  y se t i e n e  que 
( 1 2 )  _ ^  = T ( h )  = l - ^i-^.^— — >0
con
(1 3 )  K F 2 )=0
De (12)  y (1 3 )  se deduce f â c i l m e n t e  que lo s  pun tos  
de b v e r i f . i c a n  l a  d e s i g u a l d a d  ( 1 1 ) ,  en o t r a s  p a l a b r a s  que
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b es ta  d e b a J o ,o , s 1  se q u i e r e ,  a l a  de recha  de l a  cu r va
en te
c . q . d .
n^ . L a  p o s i c i o n  r e s p e c t e  a se e n c u e n t r a  ana logam  y
oso t e r m i n a  l a  d e m o s t r a c i o n  de l  l ema.
3 . 1 . 3 . Lema
Sean ( a , B )  y ( p , q )  dos pun tos  de la  s e m i r r e c t a  
h d e H n i d a  en e l  lema a n t e r i o r  con ct< p 6<q.Sean  6 i ,62 1 as 
l o n g i t u d e s  de 1 os segmentes de l a s  r e c t a s  y=B.  x=a com- 
p r e n d i d o s  e n t r e  b y G^,  para y * B ,  y  e n t r e  b y  Gp, para
x=a.Sea ( x , y )  un pun to  t a l  que
(14) Bi -Cl  1 e^+C| 2e^>0
B< y< q
( 0 . r e s p e c t i v a m e n t e  62+Ô2 1 e^ -C2 2e ^ j O ,  ck x< p ) . En tonces  
| x - p | > 6i




F i g u r a  2 .
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Demos t r a c  i on
Con la not aci ôn del  lema a n t e r i o r ,  ocr ser  y< a y 
es ta r ( x , y )  en l a regi on a la i z qu i er da  de G^, condi ci ôn
( 1 4 ) ,  l a nrooiedad (12)  de 1 i mnl i ca qoe
! x - p  ! >1  ( » ) > 1  { 9 ) > 1  ( B )  = - ' i
c . q . d .
3 . 1 . 4 .  SegOn el  lema 3 . 1 . 2 ,  el  campo de d i r e c c i on e s  del  
5 i sterna ( 1 0 ) ,  asi  como del
( 15)  2 = \ f ( t , z ) 0<\< 1
t i ene  el  asoecto que of rece  la f i g u r a  3 con m y p def ini_  
dos as 1
C I ' z i T r i r
y siendo m, o 1 os mînimos de m ( t ) ,  n ( t ) .
Las f r a n j a s  comprendidas en t r e  l as curva s - o ^
ô Sp"9p son las régi  ones donde puede anul arse alguna de
las dos componentes de! camgo, x: ô y .




Pretendemos d e m ost ra r  s u c e s ivamente  que
(a )  todas l a s  p o s i b l e s  s o l u c i o n e s  T - p e r i o d 1 c a s  x ( t ) , y ( t )  
de (15)  cumplen la  c o n d i c i ô n
( x ( t )  , ( y ( t ) ) ^ 3 0 ( O , R )  
nara c i e r t o  fRi>0.
( h ) e l  s i  sterna de ecuaci  ones
f 1 0 ( X » y ) = - C l  1 e + C i % e ^ = 0
( 1 6 )  ^ ,  X V ...................
f z  0 ( X » y ) = B î + 0} 1 e - C a g e  =0
donde B ( s ) ds , * t i e n e  una u n i c a  s o l u
c i o n  ( x o . y o )  que no p e r t e n e c e  a 38 ( 0 , R) .
( c )  e l  grado de Brower de l a  a p l l c a c i o n  f ,  d e f i n i d a  por el  
p r i m e r  miembro de (16)  es no n u l o ,
d ( f # , B ( 0 , R ) , 0 ) ^ 0 .
Una vez que hayamos probado  ( a ) , ( b )  y ( c )  estaremos 
en d o n d i c l o n e s  de a p l i c a r  el  teorema I I I . 5 . 8 .
3 . 1 . 5 .Teorema
Sea e l  s i  sterna (9 )  con l a  c o n d i t i o n  
Çi  I Cg 2 ~ C i  Î  Ca I >0 
E x i s t e  a l  menos una s o l u c i o n  T - p e r i o d i c a  no t r i v i a l
de ( 9 ) .
D em os t rac io n .
Ten iendo en cuen ta  e l  teorema I I I . 5 . 8 . bas ta  que 
probemos 1 os r e s u l t a d o s  ( a ) , ( b )  y  ( c )  de l a  i n t r o d u c c i o n  prie 
ceden te .
(a )  Vamos a d é f i n i r  f u n c i o n e s  b a r r e r a  que,  por  pasos sucesi .  
V O S ,  van a 1 r  r e s t r i n g i e n d o  e l  dom in lo  donde puede encon trar^  
se la  g r a f i c a  de c u a l q u i e r  p o s i b l e  s o l u c i o n  T - p e r i o d i c a  de
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( 1 5 ) . De e s t a  fo r m a ,  p a r t i e n d o  de l  d o m i n ie  no=R' l l e g a re m o s  a 
Qs a c o t a d o ,  es d e c i r ,  habremos demos t r a d e  que e x i s t e  R>0 t a l  
q u e ,  para toda  p o s i b l e  s o l u c i o n  T - p e r i ô d i c a  de ( 1 5 ) , ( x ( t ) , y ( t ) ) ,  
( x(  t )  , y (  t )  )€Q scB( 0 ,R) v t
y ,  po r  c o n s i q u i e n t e ,
' ( x ( t ) , y ( t ) ) é 9 B ( 0 . R ) .
Como acabamos de d e c i r ,  fio = R^
F i g u r a  4.
y p retendemos l l e g a r  a Q s que e s ta  comprend ido  e n t r e  c u a t r o  
r e c t a s  d e f i n i d a s  como s i g u e .
Como en e l  lema 3 . 1 . 2 ,  l lamamos F = ( F ; , F z ) a l  pun to  
de i n t e r s e c c i ô n  de y Gp.Por  F t razamos l a  s e m i r r e c t a  b , 






S dénota  a l  pun to  de i n t e r s e c c i ô n  de l a  cu r va  Çp con l a  r e c t a  
x = lo g  m, a s î n t o t a  de g ^ ,  S = (Si  , S j ) .E n tonces  l a s  c u a t r o  r e c _  
tas  que d e f i n e n  n , son ,  véase l a  f i g . 4 ,
x - l o g  m = x -S i =0 
y - S î = 0  
x - A i =0 
y - A î  =0
Veamos, s u c e s i v a m e n t e , que l o s  s i g u i e n t e s  pun tos  
son s i n  T - r e t o r n o .
( a . l )  Puntos s i t u a d o s  a l a  i z q u i e r d a  de x - l o g  m=0.
En e f e c t o ,  l l amando
V i ( x , y ) = x - l o g  m, 
lo s  puntos  ( x , y )  t a i e s  que Vi ( x , y ) = k , V k < 0 , v e r i f i c a n  que
V i ( x , y )=%>0
y por  t a n t o  son s i n  T - r e t o r n o  segûn el  lema V I . 4.
D e f i n im o s  f t i = { ( x , y ) e f l a | x > l o g  m} y  es tud iemo s
( a . 2 ) . Los pun tos  de îîi po r  d e b a jo  de la  r e c t a  y-Sz =0.
Si d e f i n i m o s
V i ( x , y ) = y - S i
se t i e n e  que para todo  k$ 0 l o s  pun tos  ( x , y )  de Qi t a i e s  
que V z ( x , y )  = k v e r  i  f i  can que
Vz(x , y ) = ÿ >0
Como todas  la s  p o s i b l e s  s o l u c  i ones T - p e r i ô d i c a s  
e s tâ n  en ïl i po r  e l  r e s u l t a d o  a n t e r i o r ,  se puede a p l i c a r  de
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nuevo e l  lema V I . 4,  y d i c h o s  pun tos  son s i n  T - r e t o r n o .
Sea f i z = f ( X , y ) 6^1 I y > S z ) y  es tud iemos
( a , 3) Los p u n t o s , Q z , de fîz a l a  derecha  de x -A j  =0 ô por  en 
c ima de y-Az = 0 .
Oiv idamos Oz en zonas 7 j^ d e f i n i d a s  de la  s i g u i e n t e
manera
(x , y )  1 Ai +N< x< A, +N+1 ,Sz<y< Az + N + I } U 
U( ( x , y )  | l o g  m<x<A, +N+1, Az+N<y< Az+N+I}
N = 0 , 1 , 2 , . . . .
( véa se  la  f i g u r a  4 ) .
Vamos a hacer  p a s a r  por  cada pun to  ( x ,ÿ)eZ|^ la  r\a 
ma i n f e r i o r  de una h i p é r b o l a  e q u i l â t e r a  de e c ua c iô n  
( x - p ) ( y - q ) = e *
con ( p , q )  un pun to  de b H ( ) cuyas coordenadas a s î  co
mo e l  v a l o r  del  p a ra m è t re  c de te rm in are mo s  de forma que la  
f u n c i ô n
V s(x , y )  = ( x - p )  ( y - q )
sea b a r r e r a  sobre  l o s  p un to s  de l a  rama i n f e r i o r  de d ic ha  
h i p é r b o l a .
El s i g u i e n t e  lema d e s c r i b e  una p r i m e ra  d e t e r m i n e  
c i ô n  de l o s  para m ét rés  p , q , e .
3 . 1 . 6 . Lema.
Dado un pun to  (âUÿ)eZ^
1. E x i s t e n  te r n a s  de numéros p , q , c  t a i e s  que ( x , ÿ )  pertene^ 
ce a l a  rama i n f e r i o r  de l a  h i p é r b o l a  ( x - p ) ( y - q ) .
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2 . Si p , q , E  es una .de  t a i e s  t e r n a s ,  para to do  e '< e e x i s t e n  
p ' , q '  t a i e s  que p ' , q ' , e '  s ig ue  v e r i f i c a n d o  1 y se puede 
e l e g i r  e'  de forma que ademâs se tengan l a s  dos p r o p i e d ^  
des s i g u i e n t e s .
2 . 1 .  Los e j e s  de l a  h i p é r b o l a  ( x - p ' ) ( y - q ' ) » ç ' *  , x = p ' , y = q ' ,  
se c o r t a n  en un pun to  ( p ' , q ' )  de que p e r t e n e c e  a
l a  semi r r e c t a  b de e c uac iô n  y= x+ F% -F , .
2 . 2 .  La p o r c l ô n  de rama I n f e r i o r  de d i c h a  h i p é r b o l a  comprej i  
d id a  e n t r e  sus i n t e r s e c c i o n e s  con l a s  r e c t a s  x = l o g  m,y=Sz 
es ta  c o n t e n i d a  en Zj^jUZj^^j.
D em os t rac i Ô n.
Por d e f i n i c i ô n  de Zj  ^ se t i e n e  a l  menos una de la s
dos p o s i b i l i d a d e s  s i g u i e n t e s
(17)   ^ A,+N<x<Ai+N+1,  Sj<y<Az+N+l
ô
(18)  Az+N<ÿ<Az+N+1, S *= lo g  m<x<Ai+N + l .
Supongamos ,par a  f i j a r  l a s  i d e a s ,  que se v e r i f i c a  
l a  segunda y sea,  ademâs
ÿ>x+Fz -Fi
(En l o s  r e s t a n t e s  c aso s ,  ÿ< x+Fz-F,  ô ( 1 7 ) ,  l a  dem o s t ra c iô n  
se hace a n â l o g a m e n t e ) .
E l i j a m o s  un q c u a l q u i e r a  t a l  que ÿ<q y  d e f i n i m o s
paq-Fz +F|
(19 )  E* = ( x - p ) ( ÿ - q ) .
( E s ta  u l t i m a  i g u a ld a d  es p o s i b l e  porque 
q>ÿ>x+Fz -F,
impi  i c a
psq-Fz+F, >x
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y ,  por  t a n t o ,  l o s  dos f a c t o r e s  de (19)  son n e g a t i v e s ) .
Con l a s  a n t e r i o r e s  d e f i n i c i o n e s , es f â c i l  v e r  que 
l o s  numéros p , q , e  v e r i f i c a n  la  p a r t e  1. del  lema.
Sea ahora e '< E .L a  f u n c i ô n  
* ( x  ) = (x-X+Fz -F i  ) ( ÿ - x  ) 
d e f i n i d a  a p a r t i r  de l  segundo miembro de (1 9 )  es c o n t i n u a  
y monôtona c r e c i e n t e  para x ? ÿ  ( $ ' ( x ) = - ( ÿ - x ) - ( x - x + F 2 -F i  )>0)  
y como se a n u l a  para x=Y y  v a l e  e* para x=Q e x i s t e  un v£
1 o r  q '  t a l  que
ÿ<q '< q
< f ( q ' )  = ( x - q ' + F j - F i  ) ( ÿ - q ’ ) = E ' *  , 
es d e c i r
(20)  ( x - p  ' ) ( ÿ - q  ‘ ) = E** con p ' =q ' -F; +F, .
Es to  p rueba  l a  p r i m e ra  a f i r m a c i ô n  de l a  p a r t e  2 del  lema. 
Por  o t r a  p a r t e ,  de (1 8 )  se t i e n e  
ÿ< Az +N+2
y , p a r a  un e ' e l e g i d o  c o n v e n i e n t e m e n t e , se puede vo l  v e r  a 
u t i l i z e r  l a  c o n t i n u i d a d  y monoton ie  de ((> y su i n v e r s a  para 
o b t e n e r  q ' que v e r i f i q u e  (20)  y
Az +N< ÿ< q '< Az +N + 2
todo  10 c ua l  i m p i i  ca e l  a s e r t o  2 . 1 .
F i  n a l m e n t e , s i  d e f i n i m o s
E e - ÿ-Az - N
tambtén  po r  (1 8 )  se t i e n e  que eo>0 . E n t o n c e s , v o l v i e n d o  a 
l l a m a r  e ' a l  v a l o r  minimo e n t r e  e # y e l  e ' o b t e n i d o  para
2 . 1 ,  e l  p u n to  ( p ' - e ' ,q ' - e ' ) ,  de i n t e r s e c c i ô n  de la  hipé_r 
bol  a de e c u a c i ôn  ( x - p * ) ( y - q ' ) = e c o n  la  semi r r e c  ta b ,
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v e r i f i c a
( p ' - e '  , q ' - e ' ) 6 Z ^ U Z , ^ ^ j
pues
Az +N = ÿ - e ,4 ÿ -e  '< q ' -e '< q '< Az +N+2
A,+N«Ai+F, -Fz+N<q '+F ,  - F , - c  ' *p ' - e '< p '< Ai+N + 2
Oebido a la  forma de y l a  h i p é r b o l a ,  l o  mismo ocu
r r e  para e l  r e s t o  de l o s  pun tos  de l a  h i p é r b o l a  menc iona_  
dos en 2 . 2 .  y  eso comp lé ta  l a  d e m o s t ra c i ôn  de l  lema.
c . q . d .
Sea ahora (x ,ÿ )e Oz  a r b i t r â r i o ,  N un numéro n a t u r a l  
t a l  que (x , ÿ )eZp j  y p , q , e  numéros r e a l e s  s a t i s f a c i e n d o  todas 
l a s  c o n d i c i o n e s  1 , 2 . 1  y  2 .2  del  lema 3 . 1 . 6 .
(En e l  ra zo n a m ie n to  que s i g u e  podrâ s e r  n e c e s a r i o  
tomar para  e un v a l o r  i n f e r i o r  a l  v a l o r  de p a r t i d a  r e c i e n  
mencionado y , c o r r e l a t i v a m e n t e , a l t e r a r  l o s  v a l o r e s  c o r r e ^  
po n d ie n t e s  de p y q . E l  lema 3 . 1 . 6  asegura  que t a l  m o d i f y  
c a c i ô n  es l é g i t i m a  en e l  s e n t i d o  de que s iempre  podremos 
c o n t a r  con l o s  a s e r t o s  1 , 2 . 1  y  2 ,2  de d i c h o  l e m a ) .
D e f i n im o s  la  f u n c i ô n  V ;:Oz-^R
V s ( x , y )  = ( x - p ) ( y - q )
y vamos a d e m o s t ra r  que ,  para  e s u f i c i e n t e m e n t e  pequeho ,e l  
lema V I . 4 se a p i i  ca a l a  f u n c i ô n  V , sobre  l o s  pun tos  ( x , y )  
en l o s  que V s ( x , y ) . Es d e c i r ,  probaremos que V , es fun  
c i ô n  b a r r e r a ,  l o s  pun tos  mencionados son s i n  T - r e t o r n o  y ,  
como ( x , ÿ )  es uno de e l l o s , habremos demost rado que todos  
l o s  puntos  de îîz' son s i n  T - r e t o r n o .
Estud iemos  p r i m e r o  l a  r e g i ô n  a b i e r t a  s i t u a d a  e n t r e  
l a s  cu rva s  y  G^. La comprobaciôn  de!  lema V I . 4 no o f r e c e
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d 1 f f c u l tades  pues
( 2 1 )  V s ( x , y ) = A ( y - q )  + ( x - p ) ÿ > 0
pa ra  l o s  ( x , y )  t a i e s  que V s ( x , y ) =e* . ( Los c u a t r o  f a c t o r e s ;  
k , y - q , x - p , y ,  son n e g a t i v o s ) .
Veamos que V , es tamb ién  p o s i t i v a  en el  r e s t o  de 
l a  h i p é r b o l a  V '$ ( x ,y )=e*  .P or  e j e m p l o ,  y para f i j a r  l a s  i d £  
as ,  en l o s  pun tos  ( x , y )  a la  i z q u i e r d a  de la  cu rva
6i -ci i e  ^+ Ci 2 e^>0,
s i e n d o  anâ log a  l a  d e m o s t r a c i ô n  para l o s  pun tos  por  deba jo  
de Gp.Sobre  t a i e s  pun t os  se t i e n e  que
V s(x , y ) = k ( y - q ) 4 ( x - p ) ÿ
donde e l  t é r m i n o  ( x - p ) ÿ  es p o s i t i v e  mi e n t r a s  que k ( y - q )  pue 
de s e r  n e g a t i v e . Vamos a p r o b a r  que se puede e l e g i r  e de f o r  
ma que
l * ( y -q) l <  I ( x - p ) ÿ |  
y , p o r  t a n t o ,  V $ ( x , y ) > 0 . Para e l l e  acotaremos i n f e r i o r m e n t e  
l o s  té r m i n o s  | x - p |  e | ÿ |  y s u p e r i o r m e n t e  l o s  | k | , | y - q | .
Tomando a=A i+N,B=Aj+N y ( x , y )  en la  h i p é r b o l a  
V j ( x , y )  = e* e l  lema 3 . 1 . 3  impi  i  ca que
(2 2 )  I X -p I > 5]
y po r  t a n t o
(2 3 )  ! y - q | < 6i ’
que son dos de l a s  c o ta s  que buscamos. Por o t r o  1 a d o , e l  
con j u n t e  donde nos encon t ramos  ( p u n t o s  de s i t u a d o s
en ô a l a  i z q u i e r d a  de la  cu rva  G^) es c o m pac t e '  ^ y en él
( * )  Eh todo  r i g o r  para que sea compacte hay que a n a d i r l e  un 
segmente de la  r e c t a  x = 1 og m que no es ta  en Zj^uZj^j^j , pe ro  
eso no a f e c t a  a l a  v a l i d e z  de l  ra z o n a m ie n to .
102
l a  f u n c i ô n  c o n t i n u a  y p e r i ô d i c a
| y ( t ) | » X  fc2 2 ( t ) e ^ - b 2 ( t ) - C 2 i ( t ) e * l
es e s t r i c t a m e n t e  p o s i t i v a  para to do  t e l O . T J . E s  d e c i r , e x i £  
te M l >0 t a l  que
(24) U(>M ,  .
F i n a l m e n t e . p o r  l o  que se r e f i e r e  a | * | , s i  < es menor o 
ig u a l  que c e r o ,  * ( y - q ) ) 0  y por  t a n t o  V,>O.En c o n s e c u e n c i a , 
supondremos %>0 con l o  cual
(25)  )1 = | AI “ X (b i  ( t ) - c i  I ( t ) e ’'+c i  2 ( t ) e ^ ] < X  (B| +Ci 2 e^* ^^^^ )=M2
De (2 2 )  , ( 2 3 )  , ( 2 4 )  y  ( 2 5 ) , y  supon iendo  t > 0 ,
(26)  T s(x , y ) = k ( y - q )  + (x - p )5 '> -M2|p fM|  «i  >0
s i  tomamos e*< y  ( x , y )  t a l  que V , ( x , y ) = E *  .
Con l a  o b s e r v a c i ô n  p re ce d e n t e  sobre  e l  s i g n o  de %,
(21)  y (2 6 )  co n c lu yen  e s te  a p a r t a d o  ( a . 3) pues ,  de acuerdo  
con e l  lema VI ..4 prueban que todos l o s  pun tos  de l a  h i p é £  
bol  a de ecuac iô n  V s ( x , y ) * c *  son s i n  T - r e t o r n o  y ,  como se 
puede hacer  pasar  una de t a i e s  h i p é r b o l a s  por  c u a l q u i e r  
pun to ( x ,9)6^2 , todos l o s  pun tos  de 02 son s i n  T - r e t o r n o .
Resumiendo l o s  apa r t a d o s  ( a l ) , ( a2)  y (a 3 )  tenemos 
que todas  l a s  p o s i b l e s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  ( x ( t ) , y ( t ) ) 
de (15)  se e n c uen t r an  en e l  dom in lo  ac o ta do  Os d e f i n i d o  
en l a s  pâg ina s  95 y 96 y , p o r  t a n t o ,  e x i s t e  R| >0 t a l  que
( x ( t )  , y ( t ) ) d 3 8 ( 0 , R i ) .
I-------1
(b )  De l a  h i p ô t e s i s  Ç i i Ç 22 - C i 2 C21>0 se deduce f ë c i I m e n t e , 
de forma anâloga  a l  lema 3 . 1 . 2 ,  que l a  f u n c i ô n  fa de f i n j _  
da en (16)  t i e n e  exactamente un cero  ( x , , y , ) .En consecuenc ia
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se puede è l e g i r  R% t a l  que 
( x o . y o ) d 3 B ( 0 , R 2 )
( c )  Como l a  a p l i c a c i ô n  fg
f o t ( x . y ) e R * > ( B i  -C, i e*+C, ze^ .B^+Cz,  e’^ -Cz 2 e^ ) eR* 
es c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a b l e ,
d ( f o  , B ( 0 ,  Ri ) ,0 )  = sgn ' ^ (Fo ) (x g  . y , )  
donde J ( f , ) es e l  j a c o b i a n o  de f *
J ( f g )
- C , , e ^  C .ze^
Cz 1 e^ - Cz 2
= e * e ^ ( C i i  Czz-C izCz i  ) >
>Ci 1 C22 -Ci  2G* 1 ^0
es d e c i r
d ( f g , B ( 0 , R z  ) . 0 ) / 0
F i n a l m e n t e ,  de ( a ) , ( b )  y ( c )  ( n o t e : e  que (a )  tam 
b i e n  es v â l i d o  para  B ( 0 , R z ) por  se r  R z ) R | ) ,  deducimos que 
nos encon t ramos  en l a s  h i p ô t e s i s  del  teorema I I I . 5 .8  y 
po r  t a n t o ,  que e x i s t e  al  menos una s o l u c  i ôn T - p e r i ô d i c a  de 
(1 0)  y  una s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l  de ( 9 ) .
c . q . d .
3 . 2 .  Ca so Cl I Cz 2 “  Cl 2 Çz I < 0
3 . 2 . 1 . Nota
Vamos a p r o b a r  que la  p r é s e n t e  h i p ô t e s i s , 7  <0 , h a  
ce c r e c e r  ambas e s p e c i e s  i 1 i m i t a d a m e n t e . E s o  nos hace pen 
sa r  que l a  c o n d i c i ô n  t  >0 no es uno mâs de los  p o s i b l e s  
casos que se p re s e n t a n  a l  e s t u d i a r  e l  model  0 , s i  no que
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forma p a r t e  del  mismo modelo.Reconoclendo todas las  d i f e r e r i  
c las  en t r e  los  dos modèles,  se t r a t a  de al  go anâlogo a lo
que ocur re  con la  ecuaciôn l o g î s t i c a
(27) y ' = y ( b - c y )
donde nada se opone, desde el  punto de v i s t a  del  a n â l i s i s ,  
a co n s l d e r a r  e l  caso c<0.S1n embargo, (27)  con c<0 carece de 
s e n t id o  como modelo que p retende c o r r e g l r  l a exces lva  sim 
p l i f i c a c l ô n  del  c re c i m i e n to  exponencla l  ( y ' = b y )  y .s implemen 
t e ,  no se e s tu d i a  en ese co n te x t e .
En r e l a c l ô n  con este punto pueden verse  los  modèles
propuestos por F rauen tha l  ( 1 9 7 9 ) ,H1rsch-Smale ( 1 9 7 4 ) , May 
( 1973) y Cushing (1976^) y observar  que,  sean o no el  mismo 
que el  n u e s t r o , todos e l l e s  Inc lu ye n  a lguna h i p ô t e s i s  tan 
r e s t r i c t i v e  o mâs que nuest ra  c o n d i c iô n  ^  >0.
Es e lemental  comprobar que las  curvas g^  ^ y g^ (Véain
se las  d e f I n i c i o n e s  en 3 .1 . 1  y la  f i g u r a  5) son,  r e s p e c t i v e










F igura  5.
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La c o n d i c i ô n  c , i C ; : - Ç i % Ç ; , < 0 impi  i c a , po r  t a n t o ,  que 
9p y no se c o r t a n  y que ,  a f o r t i o r i ,  l a s  bandas g^-Gp y
g^-G^ t i e n e n  i n t e r s e c c i ô n  v a c î a  como aparece en la  f i g u r a  5.
En r e l a c i ô n  con e s te  hecho hay o t r o  r e s u l t a d o  que 
enunciamos a c o n t i n u a c i ô n  y u t i l i z a r e m o s  para la  demost r a _  
c i ô n  de!  p rôx im o teorema.
3 . 2 . 2 . Lema.
Sea d>0 l a  d i s t a n c i a  e n t r e  la s  r e c t a s  para 1e l a s  
(2 8 )  y  ( 2 9 ) . Sea R^>log  m a r b i t r a r i o  y de f inamos
% + 3 *  s i g u i e n t e  forma : ordenada del  pun to
de i n t e r s e c c i ô n  de l a  cu r  
va 9p con la  r e c t a  x = R^  ;
GS la  a b s c i s a  del  pun
to  de i n t e r s e c c i ô n  de la 
c u rv a  g^ con la  r e c t a
y=R . . .  R es la  ordenaV +1 V + J —
da del  pun to  de i n t e r s e c c i ô n  
de la  cu rva  g^ con la  r e c t a
(Véase la f i g u r a  6 ) .
E x i s t e  k>0 t a l  que R^
+ y y
1 o r  de k no depende de 1 nû 
mero de p a r t i  da R^  . (Un  v^
1 o r  de k e s , p o r  e j e m p l o .  
F i g u r a  6 k = / 7 d ) .
D e m o s t r a c i ô n .
Bas ta  o b s e r v a r  que + + j  es mayor que la  1 ong i tud
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del  segmente de l a  r e c t a  x = R ^ c o m p r e n d i d o  e n t r e  l a s  r e c t a s
(2 8)  y (2 9 )  y  Ry+2'^v 1 a l o n g i t u d  de!  segmento
anâlogo  para l a  r e c t a  y = R ^ ^ j . D i c h a s  l o n g i t u d e s  no dependen 
mâs que de la  d i s t a n c i a  d e n t r e  las  r e c t a s  (2 8 )  y  ( 2 9 )  y va 
1 en exactamente  / 7 d .  c . q . d .
3 . 2 . 3 .Teorema.
El s i s te ma  ( 1 )  con l a  c o n d i c i ô n
C| I C2 a -Çi  a Çï 1 < 0
no t i e n e  n inguna s o l u c i ô n  T - p e r i ô d i c a  no t r i v i a l .
D e m o s t r a c iô n .
Vamos a d é f i n i r  una s u c es i ôn  d e c r e c i e n t e  de r e g i o  
nés f î^cR*con l a  p ro p i e d a d  de que c u a l q u i e r  p o s i b l e  s o l u c i ô n  
T - p e r i ô d i c a  de (1 0 )  t i e n e  su g r â f i c a  en c o n t i n u a c i ô n
probaremos que l a  i n t e r s e c c i ô n  de todas  l a s  r e g i o n e s  es
vac fa .Con  eso se habrâ demost rado que no e x i s t e n  s o l u c i o n e s  
T - p e r i ô d i c a s  de (1 0 )  n i ,  po r  c o n s t r u c c i ô n  de d i c h o  s i s t em a  
( 1 0 ) ,  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  no t r i v i a l e s  de ( 9 ) .
Si  d e f i n i m o s  
îîo=R*
Vi (x ,y )=x- 'Ri  Ri = l og  m
se t i e n e  que
V i ( x , y ) = A > 0  
para todo pun to  ( x , y )  t a l  que
( x , y ) e C j  j ^=(  ( x , y ) e n , | V i  ( x , y ) = k ,  k<0)
Por e l  lema V I . 4,  t a i e s  puntos  son s i n  T - r e t o r n o  y ,  
po r  t a n t o , t o d a s  l a s  p o s i b l e s  s o l u c i o n e s  T - p e r i ô d i c a s  de (16)  
es tân  en
n, =f (x ,y)GOo I Ri< x}=(  (x  ,y)eR* | Ri < x)
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F igura  7.
Si Rz es la  ordenada de! punto de i n t e r s e c c i ô n  de la 
curva con la re c t a  V , =0, véase la f i g u r a  7, de f in im os
Vz (x , y )=y -Rz
y tenemos de nuevo que
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?2( x , y ) = ÿ ^ O
V(x , y ) e C 2 ( x , y ) e O ,  |Vz ( x , y ) = k ,  k<0)
y que l a  r e g i ô n
î l î  =(  ( x , y ) 6 l l i  | R 2 < y } = {  ( x , y ) 6 R *  | R i < x ,  R%<y}
c o n t i e n e  todas  l a s  p o s i b l e s  s o l u c i o n e s  T - p e r l ô d I c a s .
,0^  se d e f i n e n  a p a r t i r  de . de forman n n - i  n - i
anâ loga  a l a  d e s c r i  t a  para n * l , n = 2  y , t a m b i é n  de forma an£
l o g a ,  se prueba por  I n d u c c l ô n  que todas  l a s  p o s i b l e s  s o N
c lo n e s  T - p e r l ô d I c a s  deben e s t a r  en
( x , y )6 R *  |R^ j ^ ^ < x , R ^  .j < y ,  1=0 s i  n es p a r ,
1=1 s i  n es I m p a r ) , V^.
En tonces s o l o  queda por  p r o b a r  que para cada pun 
to  ( x , ÿ ) « R *  e x i s t e  nsN t a l  que
( x . ÿ ) ^ n ^ .
Pero eso es I n m e d ia t o  pues b a s ta  tomar mcN t a l  que
x< Ri +mk 
Rj +mk
con k>0 l a  c a n t l d a d  d e f i n i d a  en e l  lema 3 . 2 . 2 . Por e l  mismo 
lema 3 . 2 . 2 .  se t i e n e
ÿS R, « k <  R j ^ ^ j
y por  t a n t o  l lamando n a 2m+2,
( x . ÿ ) ^ n ^ .
En c o n s e c u e n c ia ,  hemos probado  que n i ngûn  punto 
( x , ÿ )  p e r t e n e c e  a todos  l o s  î î ^ ,e s  d e c i r ,  su I n t e r s e c c i ô n
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es v a c i a  .Como l a s  p o s i b l e s  s o l u c i o n e s  T - p e n ô d i c a s  de (10)  
d e b e r î a n  e s t a r  en todos l o s  0 ^ ,  se deduce que no e x i s t e
n i n g u n a . c . q . d .
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